Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

@ FACTORISATION IRREDUCTIBLE
ET THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS

"T\‘ Déterminer la factorisation irréductible sur R de :
S ) a) X*—4. b) X°+27.
a) X>*14+1 (neN).

2) OO
b) X*—1 (neN%. ) X*+1 (neN».

®® Onpose P=(X+1) —X"—1.
1) Déterminer le degré de P.
2) Déterminer deux racines évidentes entiéres de P,
puis montrer que j est racine de P.
3) En déduire la factorisation irréductible de P sur R.
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(® @® Déterminer la factorisation irréductible sur R de

3 ‘(XZ 3X +3) +1.

‘ 4 ‘ ®@® Soit M € #,(C).
/1) Montrer que M posséde un polynéme annulateur
non nul a coefficients complexes en étudiant I’ap-
plication P — P(M) sur C[X].
2) En déduire l'existence d’'un nombre complexe A
pour lequel M — AI,, n’est pas inversible.
3) En déduire enfin qu'il existe un vecteur X € C"
non nul pour lequel MX = AX.

‘ ®@® Soit P € R[X]. On suppose que P(x) = 0 pour
—Jtout x € R.
1) Montrer que si P est non nul, toute racine réelle
de P est de multiplicité paire.
2) En déduire que P = A% + B2 pour certains poly-
noémes A,B € R[X].
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1) Soit P € R[X] non nul. On suppose que :
P(X?)=PX)P(X —1).
a) Montrer que si a € C est une racine de P, alors
a? en est aussi une.
En déduire que a =0 ou |a| = 1.
b) Montrer que 0 n’est pas racine de P.
c) Montrer que si a est une racine complexe de P,
alors [a+ 1| =1.
d) Déduire de tout cela quelles sont les racines de
P ainsi que la forme de P.
2) Déterminer tous les polynémes P € R[X ] pour les-
quels P(X?) = P(X)P(X —1).
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@ ARITHMETIQUE DES POLYNOMES

‘ 7 ‘ (® Calculer le PGCD et le PPCM de :
22X 33X H4AX2 42X +1 et 3X344X2 44X +1.

ARITHMETIQUE DES POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

® On pose P =4X3+12X%2 — 15X + 4.

| E,‘ 1) Calculer le PGCD de P et P’.
2) En déduire la factorisation irréductible de P sur R.
O R
~ 1) Soit P € K[X]. Montrer que si P et P’ sont pre-
miers entre eux, alors P n’a pas de racine multiple
dans K. On peut donc savoir si P a des racines mul-
tiples sans connaitre aucune racine de P.
2) Montrer que la réciproque est vraie si K = C mais
fausse si K =R.
‘10‘ ™ @® Soient m,n € N* avec n = m.

.~ 1) Calculer la division euclidienne de X"—1 par X™— 1
en utilisant celle de n par m dans Z.
2) En déduire que (X" —1) A (X"—1) =Xx™\"—1.

‘ ‘ M @® Soient A,B € K[X]. Montrer que A et B sont
/ premiers entre eux si et seulement si A+ B et AB le sont.

v @@ Soient n € NetA,B € K[X] non constants et
premlers entre eux. Montrer que la famille (AkB” k)
est libre dans K[X].

o<k<n

| @ ® ® Soient E un K-espace vectoriel, f € £ (E) et
P,Q € K[X] premiers entre eux.
1) Vérifier que Ker P(f )+ KerQ(f) C Ker (PQ)(f).
2) Montrer le lemme des noyatx :

Ker (PQ)(f) = Ker P(f) ® Ker Q(f).
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| ®@®® Onposea=+v2et:
Q(a)={P(a)| PeQlx]}.

Parce que @ est un corps, le théoréme de la division
euclidienne et ses conséquences sont vrais dans Q[X ]
comme il le sont dans R[X] ou C[X].
1) Montrer que Q(a) est un sous-anneau de C
2) Montrer que a est irrationnel.
3) Montrer que a? n’est pas une combinaison Q-linéaire
de 1eta.
4) Montrer que Q(a) est un sous-Q-espace vectoriel
de C et déterminer sa dimension.
5) Montrer que pour tout P € Q[X], a est racine de
P si et seulement si P est divisible par X3 — 2.
6) Montrer que X3 — 2 est irréductible sur Q.
7) Endéduire que Q(a) est un corps. Comment calcule-
t-on concrétement l'inverse d'un élément non nul

de Q(a)?
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@ FRACTIONS RATIONNELLES

1
‘ ‘ ® @ Montrer que la fraction e n’a pas de primitive
dans C(X).

‘ @ So1ent m,n € N. Calculer, aprés avoir remarqué que

‘ 16 —1)+1, la décomposition en éléments simples
m

sur R de m

‘;17 /‘ 1) Soit P € C[X] non nul. Calculer la décompo-
/
sition en éléments simples de 7

1
2) (@ En déduire la valeur de Z e

weu\1} @
3) ®®@® Soit P € C[X] non constant de racines

distinctes zq,...,2, dans C.

a) Montrer que toute racine de P’ peut étre écrite
A2z + ...+ Az, pour certains Aq,...,A. =0
pour lesquels A; +...+ A, =1.

b) Interpréter géométriquement ce résultat (théo-
réeme de Gauss-Lucas).

‘ 1 8 ‘ Soit P € R[X] non constant.
—~/ 1) On suppose P scindé sur R.
a) @ Calculer la décomposition en éléments simples
P/
de —
P’

b) ®® En déduire que P’(x)? = P(x) P”(x)
pour tout x € R, avec égalité si et seulement
si x est racine multiple de P.
c) @@ Rappeler brievement sans détailler pour-
quoi P’ est lui aussi scindé sur R, puis montrer
que toute racine multiple de P’ est racine de P.
2) OO
a) Est-il vrai en général que toute racine multiple
de P’ est racine de P?
b) Est-il vrai, sous 'hypothese que P est scindé sur
R, que toute racine de P’ est racine de P?
3) ®®@® On suppose que P’(x)? = P(x) P"(x)
pour tout x € R. Montrer que P posséde une ra-
cine réelle.

. (® Calculer la décomposition en éléments simples
1

our tout n € N.
XX +D..x+m?

‘ 2 0 ‘ ® ® @ Calculer la décomposition en éléments simples
—dans C[X] de pour tout n = 2.

_ 1
x-1)(xn-1)

1
On note R la fraction rationnelle .
‘ 21 | ®OO X241
— 1) Décomposer R en éléments simples, puis calculer

R™ pour tout n € N.

2) Montrer que pour toutn € N :

—1)" D! k
R(”)=%“(X—cotan T )
(Xz-i-l) k=1 n+1

n

1
‘ EIE) Slmphﬁerz

pour tout n € N*.

\22 — k(k +1)(k +2)
| 23‘ @ Calculer une primitive sur R’ de la fonction
xInx
X— ——.
(x2 + 1)2

"2*4“ Calculer les intégrales suivantes :

+00 +oo
D tde 2) tde
o tH+17 o (t+12Q2t+1)

e dt bottde
e
0 t2+4)(t+2)2 0 t2+2t+5

+00
5) tde 6) dt .
(t2+1(t_+1)(t+2) o t3+1

J.O (t+ 1)2(t2 2t +2)

+o00
dt
o [ S
o (e2+1)°(t+1)

‘ ‘ @@ Calculer les intégrales suivantes en commencant
/) par y effectuer le changement de variable proposé :

X
de
1) f —— enposant u = cost (x €]0, ).
sint

;‘NL?]

sint dt
2) ———— en posant u = cost.
o 4—cos?t

4 de )
3) en posant u =sint.
_m cos3t

AR

‘ ®@® Pour tous n € N et x € R, on pose :

R
L(x)=| ——.
0= fo (e24+1)""

1) Exprimer I, ,,(x) en fonction de I,(x) pour tous
ne€Netx eR.
2) En déduire l'existence et une expression explicite

+00
d de N
e —n+1 pour tout n € N.

(t2+1)
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‘27‘ SIS Soit o > 1.

— t
1) Calculer ———— pour tout r € ] — 1, [ en
__a+sint

commengant par y poser X = tan —.

2) En déduire une expression simple de :

2
Toodt ) oAt
_ puis de _
_,a+sint o a+sint




