Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

1 GROUPES SYMETRIQUES

@

1 2 3 456 7

1) On pose : 02(2471356)
1 2
et9‘(1427653

et 0! comme des produits de cycles disjoints.
2) Ecrire la permutation :

). Ecrire 06

(12)(2465)(137)(254)(3561)(25)(146)

comme un produit de cycles disjoints.
3) Calculer la signature des permutations :

1 2 3 45 6 7
57 216 43

et (134)(2431)23).

Gl

1) Montrer que toute permutation de [1,n] peut
étre décomposée comme un produit de transpo-
sitions (1 1), i décrivant [2,n].

2) Endéduire que toute permutation de [1, n] peut
étre décomposée comme un produit de transpo-
sitions (i i + 1), i décrivant [0,n—17.

3) En déduire enfin que toute permutation de [ 1, n]

est un produit des permutations (12)et (12 ... n).

. On note G I'ensemble des permutations o € S, telles

que pour toutk € [1,n]: o(n—k+1)=n—o(k)+1.
1) ® Montrer que G est un sous-groupe de S,,.
2) © Déterminer |G]|.

2 METHODE DU PIVOT

Soient a, b,c,d € C. Factoriser :
)

a—b—c 2a 2a
a) 2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—>b
. S
b) | a b c | c)
¢ b a ¢
b+c c+a a+b
b ¢ ¢ a
b+c ct+a a+b
d) |b2+c? 2+a® ®+b2.
B2+ AB+a® B+
2) 0O .
1 1 1 1 a a2 a4
. . . 1 b b= b
a) |sina sinb sinc|. b) 2 4
cosa cosb cosc Loe e ¢
1 d d* 44
(b+¢c)? b? c?
c) a? (c+a)? cz |
a? b2 (a+b)?

5

DETERMINANTS

@® Soit M € #,(R) a coefficients tous égaux a 1 ou
—1. Montrer que det(M) est un entier divisible par 2" 1.

Soient A, B € #,(C). Montrer I'égalité :

A B
‘B A‘ = det(A+ B) det(A—B).
Soient a,,...,a,,x € C. Factoriser :
al al .o al
an a; a, - ay
N O 2) O
a;
a; a an
1+x 1 --- 1
1
3) O |
: 1
1 1 1+x[n]
1 1 1 1 0 1 1
1 10 0
—1
1
1 00 1 -1 -1 0
[n]
n Soient a;,...,a, € C. Simplifier :
l+a, 1 1 31 - 1
1 14ay -+ 1 1 :
n | . o N
. : . 1
1 1 1+a, 1 -+ 1 n+2

®® Retrouver 'expression explicite des déterminants
de Vandermonde vue en cours en utilisant seulement
des opérations élémentaires.

Soient a,b,c € C avec: a # b. Pour tout
c+x a+x a+x
b+x

x €C,onpose: D(x)=

: a+x
b+ x b+x c+x

[n]
1) Montrer que D est une fonction affine.

2) Endéduire une expression explicite de D(x) pour
tout x € C.

OGO Onpose: Py=1 etpourtoutneN*:

XX —-1)...(X—n+1)

B n! '

1) Simplifier : det(Pj_l(ai))K' _
<i,j

neN*‘etay,...,a, €C.

P

n

pour tous
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2) Montrer que pour toutn€N: P, (Z)C Z.
3) En déduire que pour tous ay,...,a, € Z, le pro-

n—1
duit : l_[ (aj—a;) estdivisible par l_[ k!.
1<i<j<n k=1

3 DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT
A UNE LIGNE/COLONNE

. @® Dans les deux situations suivantes, montrer que

la suite (A,),en- est récurrente linéaire d’ordre 2, puis
déterminer une expression explicite de A, en fonction
de n pour tout n € N*,

1+x% x
N a,=|" (x €C).
x
2
x 1+x [n]
2cosf 1
1
2) A= (0 €R).
1
1 2c059[n]

. Soient A € GL,(K) et B € K". On note X I'unique
solution du systeme de Cramer : AX = B, et pour
tout j € [1,n], A; la matrice obtenue en remplagant
la j*™€ colonne de A par B. Montrer, en développant
det(A;) par rapport a I'une de ses colonnes, que pour

) det(4;)
tout j € [1,n] : x; = deta)

Que retrouve-t-on

pourn=27?

4 DETERMINANT D’UN PRODUIT

Soient A € 4, ,(C), B € M, ,(C) et x € C. Com-
pléter le calcul par blocs suivant :

(xIp—AB ---)(Ip o)z(zp o)(xzp )
o xi )\ )7 1, JUo x1,—-BA

puis en déduire une jolie égalité de déterminants.

1) ® Montrer que pour tout M € #,(C) :
det(M) = det(M).

2) © Soient A,B € #,(R) deux matrices qui
commutent. Montrer que :  det(A% + B2) > 0.
3) & Soient A,B,C,D € #,(R). On suppose
que: AC—BD=1I, et AD+BC=0.
a) Montrer que :

CA—DB=I, et DA+CB=0.

DETERMINANTS

b) Montrer que : det(AC) = 0.
4) ®@® Soit P € R[X] unitaire sans racine réelle.
Montrer que pour toutA € ., (R) : det(P(A)) = 0.

® Soient y,z,t € R. Pour tout x € R, on pose :

x -y —z -t

ly x -t =z
Alx) = z t x -y
t -2 y x

1) a) Montrer que la fonction x —> det(A(x)) est
polynomiale unitaire de degré 4.

b) Calculer: ‘'A(x)A(x) pour tout x € R.

c) En déduire det(A(x)) pour tout x € R. A
quelle condition nécessaire et suffisante A(x)
est-elle inversible ?

2) Les résultats de la question 1) sont-ils conservés
six,y,z,t€C?

1) ® Soient a,b,c € C. On pose :

a b c 1 1 1
M=|c a b et J=|1 j
b ¢ a 1 2

a) Montrer que : det(J) # 0.
b) Calculer MJ et en déduire det(M).
2) ®® Mémes questions avec la matrice cir-

al a2 ... an
a, ap - 4y

culante : M = | . . . pour
a2 a3 ... al

tousay,...,a, € C,et: J= (w(i_l)(j_l)) '
1<i,jsn

2in

avec: w=en.

OGO Soientay,...,a,,bq,...,b, € C. On note M

la matrice ((a» +b) ! . Ecrire M comme le pro-
vt 1<i,j<n

duit de deux matrices et en déduire det(M).

5 DETERMINANT D’'UN ENDOMORPHISME

1 3 0
1) Onpose: A=(3 -2 -1
0o -1 1

a) Déterminer le polyndéme caractéristique, les
valeurs propres et les sous-espaces propres

de A.
b) En déduire que A est diagonalisable.
2 -1 1
2) Mémes questionsavec |1 0 -1
2 =2 1
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°0 o

1) Soient E # {OE} un K-espace vectoriel de di-
mension finie et F et G deux sous-espaces vecto-
riels supplémentaires de E. On note s la symétrie
par rapport a F de direction G. Calculer det(s) en
fonction de dim G.

2) Déterminer le déterminant de 'endomorphisme
M — 'M de 4, (R).

®® Soient E # {0z} un K-espace vectoriel de di-

mension finie, ¢ une forme linéaire de E et a € E. On
note f I'endomorphisme x — x+¢(x)a de E. Montrer

que : det(f) =1+ p(a).

1) @ Soient E un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie et f € £ (E). Que peut-on dire de dim E
si:  f2=-Idg?

2) O
a) Trouver un exemple d’application f € L”(Rz)
pour laquelle : 2 = —Idg..

b) Méme question avec R?" 4 la place de R2.
3 O Trouver un exemple d’application f € ¥ ((C”)
pour laquelle :  f2? =—Idg..

. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1
etu,v € £(E). On suppose que u et v commutent et que
v est nilpotent, i.e. qu'une certaine puissance de v est
nulle.
1) @ Montrer que Im v est stable par u et v.
2) © En déduire la forme des matrices de u et v
dans une base de E adaptée a Im v.
3) ®®O® Montrer par récurrence sur n 'égalité :

det(u + v) = det(u).

6 EXERCICES DIVERS

@® Que peut-on dire de l'inversibilité d’une matrice
antisymétrique ?

; . —((—1\i+in
SoitA € .#,(C).Onpose: B= (( 1) aU)Ki’jgn.
En revenant a la définition du déterminant, montrer

I'égalité : det(B) = det(A).

® Soient A,B € #,(R). On suppose que A et B
sont semblables dans ., (C).

1) Montrer qu'il existe deux matrices U,V € 4, (R)

pour lesquelles la matrice U + iV est inversible

et pour lesquelles: AU =UB et AV =VB.

DETERMINANTS

2) Montrer que la fonction x — det(U + xV) de
R dans R est polynomiale et non identiquement
nulle.

3) Endéduire que Aet B sont semblables dans ., (R).

1) Soit r € [1,n]. On note J, la matrice dont tous
les coefficients sont nuls a I'exception des r pre-
miers sur la diagonale, égaux a 1. Trouver une
matrice X € #,(R) pour laquelle :

det(J, + X) # det(J,) + det(X).

2) Déterminer 'ensemble des matrices M € ., (R)
telles que pour tout X € .#,(R) :

det(M + X) = det(M) + det(X).

3) Soient A, B € #,(R). On suppose que pour tout
Xe My(R): det(A+X)=det(B+X). Mon-
trer qualors : A=B.

On note #,(Z) 'ensemble des matrices carrées de taille
n a coefficients entiers.
1) @ Montrer que pour tout M € #,(Z) :

det(M) € Z.
2)
a) Soient A,B € #,(Z) et p € N*. On suppose

que: a;;=b;;[p] pourtousi,j€[1,n].
Comparer det(A) et det(B).
1 2 3 5
. 3 -1 1 2 .
b) La matrice 0 6 2 1 est-elle inver-
3 6 3 4

sible ?
3) @® Soit p € P. On note M la matrice carrée
de taille p définie pour tous i,j € [1,p] par :

m;; = (l 'p _|). Montrer que M est inversible
j—i

en raisonnant modulo p.

4) ®® Soit M € #,(Z). On suppose que les co-
efficients diagonaux de M sont nuls et que ses
autres coefficients valent tous *1.

a) Calculer det(M) modulo 2.

b) En déduire l'inégalité : dimKer M < 1.
On pourra commencer par traiter le cas ol
n est pair.

5) ®® Onsedonne de 2n+1 objets de masses
inconnues Xy, ..., Xy, €t on suppose que quand
on met de c6té I'un quelconque de ces objets,
il est toujours possible de séparer les 2n objets
restants en deux tas de n objets de masses to-

tales identiques. Que peut-on dire des masses

X1seeesXopg1 ?

1) Soient M;, M, et M trois points du plan R? avec :
M; =(x;,y;) pourtoutie[1,3].
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a) Quelle est '’équation générale d’une droite
affine de R??
b) Montrer que M,, M, et M5 sont alignés si et

xp oy 1
seulementsi: |x; Yy, 1|=0.
x3 y3 1

2) Soient M;, M,, M5 et M, quatre points du plan
R?avec: M,;=(x;y;) pourtoutiec [1,4].
a) Montrer que tout cercle de R? a une équation
de la forme : x?+y?+bx+cy+d =0
avec b,c,d € R. Réciproquement, a quelle
condition nécessaire et suffisante une telle
équation décrit-elle un cercle ?
b) Montrer que M;, M,, M5 et M, sont cocy-
cliques ou alignés si et seulement si :

2 2
x1+y1 X1 N1
2 2
x2+y2 X2 Yo
2 2
x3+y3 X3 Y3

1

1
=0.
1

xi+yf x4 yq 1

@ Soient E # {OE} un K-espace vectoriel de di-
mension finie n, f € £(E) et % une base de E. Montrer
que pour tous Xi,...,X, €E :

Zdet%( e X1, S (1), Xgei1s - - ) =tr(f) detg(xq,...,x,)-
k=1

DETERMINANTS



