Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI Devoir a la maison a rendre le mardi 7 novembre 2017

CALCUL INTEGRAL DE DEBUT D’ANNEE

1 UNE INTEGRALE
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3
On souhaite calculer I'intégrale: I = f —— dx. Dans les résultats intermédiaires qui suivent, il vous appartient bien
z sinx
slir de compléter les bornes « ... » des différentes intégrales évoquées.
X " 1+tan?u
1) Montrerenposant: u=— que: I[=2 — xudu.
2 tanu
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2) Montrer, en posant : t=tanu et grice a une intégration par parties, que : [ = 3 In3 — 2 211 dt.

1
dt enposant: x= T En déduire I.

3) Calculer pour tout a > 0 l'intégrale " Int
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2 IRRATIONALITE DE 7T ET DE LA TANGENTE AUX VALEURS RATIONNELLES

On souhaite établir le résultat suivant.

Théoréme 7 est irrationnel, de méme que tanr pour tout r € Q*.

a T
Soit r = 3 €Q\ (E Z) avec a € Z et b € N*. On suppose par 'absurde que tanr est rationnel, i.e. que : tanr = P avec
q
p €Zetq€N*.
(Zax — bxz)n
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Pour tout n € N, on note f, la fonction x — ——————etonpose: I, = f fn(x) sinx dx.
n!
0

1) a) Que valent le minimum et le maximum de la fonction x — 2ax — bx? entre 0 et 2r ?
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b) En déduire que pourtoutneN: |[,| < (F) X l—'l
n!
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On ADMETTRA que : lim — =0 pour tout x € R. Cette croissance comparée selon laquelle les suites géométriques

n—+oo p!
sont négligeables devant la suite factorielle sera bient6t un résultat de cours. D’aprés 1)b), en particulier : liP I,=0.
n—+0oo

2) a) Exprimer I, et I; en fonction de cosr et sinr. En déduire que : I, # 0.
2r
b) Que valent f, et f en O et 2r ? En déduire que pour toutn=2: I, = —J. £ (x) sinx dx.
0

¢) Montrer que pour toutn €N :  f”, =4a*f, —(4n+6)bf,,;.

d) En déduire que pour toutn €N: I, = (4n+6)bl, ., —4a’l,.

e) Endéduire I'existence, pour tout n € N, de deux entiers a,,, b, € Z pourlesquels: I, = (an cosr+b, sin r) x2sinr.

ql,

f) En déduire que pour toutn € N : -
sin(2r)

€ Z. Oncommencera par justifier la bonne définition de ce quotient.
3) Montrer que les résultats précédents contredisent la proposition : I, # 0.
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A ce stade, la proposition suivante est donc démontrée : Vre@Q\ (E Z) , tanr e R\Q.
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4) Conclure en exploitant convenablement le réel —.



