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CALCUL INTÉGRAL DE DÉBUT D’ANNÉE

1 UNE INTÉGRALE

On souhaite calculer l’intégrale : I =

∫
2π
3

π

3

x

sin x
dx . Dans les résultats intermédiaires qui suivent, il vous appartient bien

sûr de compléter les bornes « . . . » des différentes intégrales évoquées.

1) Montrer en posant : u =
x

2
que : I = 2

∫ ...

...

1+ tan2 u

tan u
× u du.

2) Montrer, en posant : t = tanu et grâce à une intégration par parties, que : I =
π

2
ln 3 − 2

∫ ...

...

ln t

t2 + 1
dt.

3) Calculer pour tout α > 0 l’intégrale :

∫

α

1
α

ln t

1+ t2
dt en posant : x =

1

t
. En déduire I .

2 IRRATIONALITÉ DE π ET DE LA TANGENTE AUX VALEURS RATIONNELLES

On souhaite établir le résultat suivant.

Théorème π est irrationnel, de même que tan r pour tout r ∈Q∗.

Soit r =
a

b
∈Q \
�

π

2
Z

�

avec a ∈ Z et b ∈ N∗. On suppose par l’absurde que tan r est rationnel, i.e. que : tan r =
p

q
avec

p ∈ Z et q ∈ N∗.

Pour tout n ∈ N, on note fn la fonction x 7−→

�

2ax − bx2
�n

n!
et on pose : In =

∫ 2r

0

fn(x) sin x dx .

1) a) Que valent le minimum et le maximum de la fonction x 7−→ 2ax − bx2 entre 0 et 2r ?

b) En déduire que pour tout n ∈ N : |In|¶

�

a2

b

�n

×
2|r|

n!
.

On ADMETTRA que : lim
n→+∞

xn

n!
= 0 pour tout x ∈ R. Cette croissance comparée selon laquelle les suites géométriques

sont négligeables devant la suite factorielle sera bientôt un résultat de cours. D’après 1)b), en particulier : lim
n→+∞

In = 0.

2) a) Exprimer I0 et I1 en fonction de cos r et sin r. En déduire que : I0 6= 0.

b) Que valent fn et f ′
n

en 0 et 2r ? En déduire que pour tout n¾ 2 : In = −

∫ 2r

0

f ′′
n
(x) sin x dx .

c) Montrer que pour tout n ∈ N : f ′′
n+2 = 4a2 fn − (4n+ 6)b fn+1.

d) En déduire que pour tout n ∈ N : In+2 = (4n+ 6)bIn+1 − 4a2 In.

e) En déduire l’existence, pour tout n ∈ N, de deux entiers an, bn ∈ Z pour lesquels : In =
�

an cos r+bn sin r
�

×2sin r.

f) En déduire que pour tout n ∈ N :
qIn

sin(2r)
∈ Z. On commencera par justifier la bonne définition de ce quotient.

3) Montrer que les résultats précédents contredisent la proposition : I0 6= 0.

À ce stade, la proposition suivante est donc démontrée : ∀r ∈Q \
�

π

2
Z

�

, tan r ∈ R \Q.

4) Conclure en exploitant convenablement le réel
π

4
.
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