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7 AN
LA CONTINUITE, EN VEUX-TU, EN VOILA

Les deux exercices de ce devoir sont indépendants.

1 UNE EQUATION FONCTIONNELLE
1 1
Soit f € ¥(R,,R). On suppose que pour tout x =0: f (xz + Z) =1—f(x). On note ¢ la fonction x — x? + e
1) a) Montrer que l'intervalle [0, %} est stable par ¢.
b) Soit x € [0, —]. Etudier la nature de la suite (u,),cy définie par: uy=x etpourtoutn€N: u,,; = ¢(u,).

c) En déduire que f est constante sur [0, 5]

1
2) a) Montrer que l'intervalle [5’ +oo[ est stable par ¢ et que ¢ |[ 1 oo est bijective de cet intervalle sur lui-méme.
2:

b) Adapter astucieusement le travail de la question 1) pour montrer que f est constante sur R, tout entier, de valeur
a préciser.

2 CONVERGENCE SIMPLE, CONVERGENCE UNIFORME
ET DEUXIEME THEOREME DE DINI

On étudie les suites de nombres en MPSI, puis les suites de fonctions en deuxiéme année. Plusieurs modes de convergence
des suites fonctions sont alors présentés, dont les deux suivants.

Définition (Convergence simple, convergence uniforme) Soient I un intervalle, (f,),ey une suite de fonctions
bornées de I dans R et f : [ — R une fonction bornée.

. . . s .
e On dit que la suite (f,),en converge simplement vers f, ce qu'on note :  f, - f, sipourtout x €1 :
n—+0oo
lim f,(x) = f(x).
n—+00
. . . . cu ) )
o On dit que la suite (f,),en converge uniformément vers f,cequonnote: f, — f, si: lim |f,—f|lecoc =0.
n—+oQo n—+oQo
. e . VU cvs
1) Avec les notations de la définition, montrer quesi: f, — f, alors: f, — f.
n—+oo n—+oo

2) Pour tout n € N, on pose : fn(Z’”) =1 et pourtoutx €[0,1]\ {2’"} : falx)=0.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de (f,),ey sur [0,1].

nx

3) Soit a € R. Pour tout n € N, on note f, la fonction x — n%xe™ sur R,.

a) Montrer que la suite (f,),ey converge simplement sur R, vers une fonction f & préciser.

b) Etudier la convergence uniforme de (f,) ey vers f sur R, en fonction de a.

. o o . cvu .
4) Avec les notations de la définition, on fait I'hypothése que :  f, - f et que f, est continue sur I pour tout
n—+0oo

n € N. Montrer que f est alors elle aussi continue sur I. On pourra commencer par décomposer f(x) — f(a) en la
somme de trois quantités intéressantes pour tous x,a € I.
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On souhaite maintenant établir le résultat suivant. Evidemment, il existe aussi un premier théoréme de Dini !

Théoreme (Deuxieme théoréme de Dini) Soienta,b€Ravec: a<b, (f,),en une suite de fonctions de [a, b]
dans R et f : [a, b] — R une fonction. On fait trois hypotheéses :
s
- fn njoo f

—  f, est croissante sur I pour tout n € N.

—  f est continue sur [a, b].

CvVU

Danscecas: f, —
n—+00

5) On se place dans le contexte du théoréme de Dini. On souhaite montrer que :  f, - f. Onfixe pour cela € > 0.
n—+0oo

a) Montrer que f est croissante sur [a, b].

\ b—a
On pose a présent pour tous n € N*et k € [0,n] : x,,=a+k .
’ n

b) On fait 'hypothese que pour tout n € N*, il existe un entier k € [0,n—1] pour lequel : |f(xn’k+1)—f(xn,k)| = e.
Exhiber une contradiction en exploitant le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

D’apres b), on peut se donner un entier N € N* pour lequel pour tout k € [0,N —1] : }f(xN,kH) —f(xN’k)| <e.

Salxn 1) _f(xN,k)}-

¢) Montrer que pour tous x € [a,b]etneN: |f,(x) —f(x)} <e+ nax
<k<N

d) Conclure.

X n
6) Soit R > 0 fixé. Pour tout n € N*, on note f, la fonction x — (1 + —) sur [0,R]. Montrer que la suite (f,),en
n

converge uniformément sur [0,R] vers une fonction a préciser.



