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DEVOIR SURVEILLE

X
Int . ..
On pose pour tout x >0: ¢(x)= J. PR YE dt. On ADMET que ¢ posséde des limites finies en 0 et +00, que 'on
1
note respectivement £, et £ .
o . 1
1) Calculer une primitive de la fonction t — ——— — sur R.

t24+2t+2
A . 2 2 2
2) Montrer, grace au changement de variable: t = —, quepourtoutx >0: ¢(x)=¢|— |-Arctan| —+1 |ln2+K
u x x

ol K est une constante.

3) En déduire I'égalité :  , o0 — €y = g In2.
1 +o00

. Int i Int } . .
Il parait naturel de noter J dt le réel —(, et dt le réel £ .., mais remarquez bien qu’aucun

o t2+2t+2 . t2+2t+2
de ces deux réels n’a de sens comme intégrale pour nous a ce stade de 'année, pas méme £ car la fonction intégrée n’est en
aucun cas définie et continue sur le segment [0, 1]. Le résultat de la question 3) s’écrit plus joliment dans ce cadre :

oo Int s
J ————dt=— In2.
0

t24+2t+2 8

1) Résoudre pour tout n € N I’équation différentielle : (1 + xz)y’ +2xy =x" dinconnue y € 2(R,R).

(1 +x2)y’+2xy =3x3—x
y(0)=1

3) Soit P une fonction polynomiale. A quelle condition nécessaire et suffisante sur P 'équation différentielle :

2) En déduire 'unique solution du probleme de Cauchy : { d’inconnue y € 2(R,R).

(1+x%)y’ +2xy =P(x)

d’inconnue y € 2(R, R) posséde-t-elle une solution de limite finie en +00 ?

2 0
dx du
1) Montrer par changement de variable que : f _ = f _.
1 2+ vV4x —x2 _%1—i-1/1—u2
0
d
2) Effectuer le changement de variable : u=cost dans l'intégrale : f u

1 1+V/1—u2

¢]
3) a) Exprimer sin 6 en fonction de tan 5 pour tout 6 € ]— 7, 7[.

2 dx = 4t
b) En déduire que : _ = —— dt.
! L 2+ V4x —x2 L (1+02(1+¢2)
2
dx
4) En déduire enfin la valeur de : _—
Jl 2+ V4x —x?
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1) Simplifier : cos (2 Arccos x) et sin (2 Arccos x) pour tout x € [—1,1].

(1—x?)y”—xy' +4y=3x—4
y(0)=0 et y'(0)=1
dérivable. On procedera pour cela au changement de variable :  x = cost.

2) Résoudre le probléme de Cauchy : { d’inconnue y : ]—1,1[ — R deux fois

OnposepourtouterRJr: f(x)=f7(cost)xdt et g(x)=0(+1f0)f(x+1).
0

1) Montrer, en intégrant par parties, que pour tout x € R, :  (x +2)f (x +2) = (x + 1)f (x).
2) En déduire que pour tout x e R, : g(x+1)=g(x), puis déterminer la valeur de g(n) pour tout n € N.
3) Montrer que f est décroissante sur R,.

4) Soit x €[0,1].
xX+n+ x+n+1

1
a) Déduire des questions précédentes que pour tout n € N : — gn+1)<g(x+n)< — 1 g(n).
n

b) En déduire la valeur de g(x).

Il découle des questions précédentes que g est constante sur R, .

5) Montrer proprement, a partir de I'inégalité : f(x+1)<f(x)<f(x—1), que: ligrn00 Vx f(x)= ‘/ g
xX—

2\ X2 —x
t

6) a) Montrer que pour tout x € R} et pour tout t € [0,x] : (1 — —2) e’ < (1 + —) .
x

b) En déduire, en posant: t=xsinu dunepartet: ¢t=xtanu d’autre part, que pour tout x € [1,4+00[ :

xf(2x?+1) SJ e dt <xf(2x?-2).
0

X
Cye .. . 2 . VT
¢) En déduire finalement que la limite : hIP J. e dt existe et vaut -
X—+00
0

Ce résultat apparait un peu partout en mathématiques, notamment en théorie des probabilités avec la loi normale centrée
réduite sous la forme suivante — apres changement de variable :

+00 5
J e_% dt =+v27 (intégrale de Gauss).
—00

(Bonus) Vous ne vous lancez dans cet exercice que si vous estimez avoir TRES BIEN REUSSI tout le reste !
X

Déterminer les fonctions f € € (R, R) pour lesquelles pour tout x €R :  f(x) = x>+ J. tf(x—t)dt.
0




