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DEVOIR SURVEILLE

Les questions 1), 2), 3) et 4) sont indépendantes.
)
i
1) Simplifier la somme : E YIS pour tout n € N*. On donnera le résultat sous forme factorisée.
—_2j
1<i<jsn

2) On note (u,),ey la suite définiepar: uy=u; =1 etpourtoutneN: u,.,=(n+ 1)(un +un+1). Déterminer
une expression explicite de u,, en fonction de n pour tout n € N.

= 1 1 1
3) Montrer que pour toutn € N*: 2vn+1-—-2< — <24/n. Quevaut: lim — — 7
; ﬁ n—+00 ﬁkzl ﬁ

4) Montrer que toute fonction f € 2(R,,R) peut étre écrite d'une et une seule maniére sous la forme :

n

X — Ax + uv1+x +g(x)

ou A et u sont des réels et ou g € 2(R,,R) est une fonction pour laquelle :  g(0) = g’(0) = 0.

n
On appelle suite de Sylvester la suite (s,),cn définie par: sy, =2 etpourtoutneN: s, =1+ l_[sk.
k=0

1) a) Montrer que s, est un entier pour toutn € Netque: s,=2n+2.

. o s 1
b) Montrer que pour toutn € N: s, = sﬁ —s,+1, puis simplifier la différence -
n +00 Sn— Sn+1 1
Ca - . 1 , . 1
¢) En déduire la limite : lim —, que l'on note aussi : —.
n—+oo P sk sk
=0 k=0
_Ins

. n
2) On pose pour toutn€N: u, = 1
a) Montrer que la suite (u, ) ey est décroissante.

b) En déduire que la suite (u,),ey converge. On note £ sa limite.

3) Onpose a présent : r = +/2. Par définition, r est donc 'unique réel positif pour lequel : > =2.
3
a) Montrer grace a la formule du bindéme que : (1 + E) = 2. Qu'en déduit-on sur r?

b) En déduire que : so5;55 =16

7 n+1
¢) Montrer par récurrence que pour toutn =3 : s, >r% |

. . \ N In2 i .
Le résultat de la question 3)c) montre, apres passage a la limite, que : £ =Inr = = ~ 0,23104. Cette minoration est

particuliérement fine car en fait, £ vaut 0,23434 &4 10> pres.

1) Dinégalité de Cauchy-Schwarz : Soient ay,...,a,,by,...,b, € R fixés. On souhaite prouver I'inégalité suivante :

(inégalité de Cauchy-Schwarg).

a) Montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le casoti: ay=...=a,=0.

b) On suppose au contraire dans cette question qu’au moins l'un des réels ay,...,a, est non nul et on pose pour
n

toutx eR: S(x)= Z (ax + bi)?.  Montrer que S est une fonction polynomiale de degré 2, puis montrer
k=0
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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2)

3)

4)

n—1
Une pseudo-formule du bindme : Pour tous x € Retn€N*, onpose: (x)o=1 et (x),= l_[ (x—k).
k=0

a) Compléter pourtousx e RetneN: (x),0q =... % (x),-
n

n
On fixe a présent x, y € R. On souhaite montrer que pour toutn € N: (x+y),= Z (k) O ke K.
k=0
b) Initialisation : Montrer que la relation % est vraie pour n = 0.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que la relation % est vraie au rang n.
n

O Montrer que s (x+ )y = D (1) 0k s e+ 3 (2) 6n 0hs =t
k=0

k=0
d) En déduire que la relation % est vraie au rang n + 1.

La formule de Vandermonde :

a) Compléter pour tousn,keN: (n),=...x (Z)
n

2 2n
3 = (formule de Vandermonde).
n

n
b) En déduire, grice a la relation %, que pour tout n € N : Z (
k=0

Conclusion :

2n
a) Montrer que pour toutn € N : ( ) <27,
n

2 (1)

k=0

<2t a
k=0

. 2
b) Montrer que pour tous qy,...,a, €ER : o

On cherche pour finir a savoir si le facteur 2" de I'inégalité de la question b) peut étre remplacé par un facteur A" plus

2 (1)

n

<>l

petit. On se donne a cette fin A > 0 et on suppose que pour tousn € Netag,...,d, €R:

! 2n—k)! k=0 k=0
¢) Montrer que pour tousn € Netk € [0,n] : % < #
! n!
2 2 2 22n
d) En déduire que pour tousn € N et k € [0,2n] : ( ”) < ( n)’ puis que : ( n) S ‘
k n n 2n+1

e) En déduire que: A=2.




