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LA GEOMETRIE HYPERBOLIQUE
DU DEMI-PLAN DE POINCARE EN MPSI

Une géométrie ne peut étre plus vraie qu’une autre,
elle peut simplement étre plus commode.

Henri Poincaré, La science et Uhypothése (1917)

® 1 QUEST-CE QU'UNE GEOMETRIE ?

@ 1.1 UN PEU D’HISTOIRE

Au début du 3°™€ sigcle avant J.-C., les mathématiques sont pour la premiére fois dans I'histoire dotées d’'un fondement
axiomatique par le mathématicien Euclide. Ses treize livres, qu'on appelle les Eléments d’Euclide, traitent de géométrie
plane, de géométrie dans 'espace, de calcul et d’arithmétique. Au livre I, Euclide commence par définir quelques notions
élémentaires (point, segment, droite, droites paralléles, cercle, angle...), puis il fonde sa géométrie plane sur cinqg postulats :

Premier postulat : Deux points définissent un et un seul segment.

Deuxieme postulat : Tout segment entre deux points peut étre prolongé en une et une seule droite.
Troisiéme postulat : Un point et une longueur définissent un et un seul cercle.

Quatrieme postulat : Tous les angles droits sont égaux.

Cinquiéme postulat : Par un point, il passe toujours une et une seule droite parallele a une droite donnée.

Ces définitions et postulats permettent a Euclide d’énoncer et de démontrer ensuite une foule de théorémes. La rigueur
de son entreprise parait toute relative aujourd’hui et peut nous faire sourire. Il n’en demeure pas moins que les Eléments
d’Euclide sont I'un des textes les plus importants de I'histoire des idées et que les mathématiciens contemporains sont tous
des héritiers d’Euclide.

Au cours des siécles qui suivent, de nombreux mathématiciens ont le sentiment que le cinquiéme postulat sur les paralléles
n’est pas un vrai postulat et qu’il peut étre déduit des quatre autres. Au 11°Me gidcle, le mathématicien perse Omar Khayyam
tente une réfutation du cinquiéme postulat par I'absurde — qui n’aboutit pas. Au 17¢Me giadcle, le mathématicien italien
Saccheri (1667-1733) consacre sa vie en vain a la méme entreprise. Il n’était d’ailleurs pas loin de découvrir un modele
de géométrie hyperbolique, mais ses propres travaux l'ont effrayé et il n’a pas osé les mener a leur terme. En 1813, le
mathématicien allemand Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) est le premier a envisager la possibilité de géométries non
euclidiennes — c’est-a-dire de géométries planes qui respectent les quatre premiers postulats d’Euclide mais pas le cinquieme
— mais il ne publie aucun texte a ce sujet, « par crainte des cris des Béotiens » pour reprendre ses termes. Il reviendra au
mathématicien russe Nikolai Ivanovitch Lobachevsky (1792-1856) et au mathématicien hongrois Janos Bolyai (1802-1860)
de proposer indépendamment en 1829 et 1832 chacun un modele assumé de géométrie non euclidienne. De nombreux
modeles plus pratiques de géométries non euclidiennes ont fleuri par la suite, notamment ceux du mathématicien italien
Eugenio Beltrami (1835-1900) en 1868, du mathématicien allemand Felix Klein (1849-1925) en 1871 et du mathématicien
francais Henri Poincaré (1854-1912) en 1882.

Euclide Henri Poincaré
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L'histoire est une chose, mais conceptuellement, c’est quoi une géomeétrie ? On peut répondre de bien des maniéres a cette
question selon le degré de généralité visé. En ce qui nous concerne, par quel genre de preuve pourrions-nous démontrer
que le cinquiéme postulat d’Euclide ne découle pas des quatre autres dans le cadre de la géométrie plane? La réponse a
cette question a mis des millénaires a germer, mais elle est relativement élémentaire aprés coup. Une idée simple peut rester
longtemps dans 'ombre si sa forme est trop inhabituelle et requiert de 'imagination.

La géométrie plane usuelle, dite euclidienne, décrit les propriétés d’'un ensemble d’objets (points, droites...) qui satisfait
certaines contraintes (postulats). On dit LA géométrie (plane) euclidienne, mais il est parfaitement clair que les plans de
I'espace usuel a trois dimensions se valent tous. Tout plan de I'espace est appelé un modéle de géométrie (plane) euclidienne.
Un modeéle est un exemple, si vous voulez. Plus généralement, tout ensemble d’objets quel qu’il soit qui satisfait les contraintes
de la géométrie euclidienne est appelé un modéle de géométrie euclidienne.

Au contraire, tout ensemble d’objets qui satisfait les quatre premiers postulats de la géométrie euclidienne MAIS QUI
CONTREVIENT AU CINQUIEME est appelé un modeéle de géométrie NON euclidienne. Un idée forte se dégage de tout ceci.
Pour montrer que le cinquieme postulat d’Euclide ne découle pas des quatre autres, il nous suffit d’exhiber un modele de
géométrie non euclidienne, du moins §'il en existe. En d’autres termes, pour montrer que le cinquiéme postulat d’Euclide ne
découle pas TOUJOURS des quatre autres, il est suffisant de trouver un CONTRE-EXEMPLE, i.e. un modéle alternatif. Quelle
idée simple aprés coup! Mais il fallait pour y penser aller au bout de la démarche axiomatique d’Euclide, abandonner le
singulier de LA géométrie euclidienne et accepter la pluralité du concept de modeéle. Plus simplement, pour montrer que le
cinquiéme postulat de la géométrie plane usuelle ne découle pas des quatre autres, il fallait chercher... ailleurs que dans le
plan usuel!

e 1.2 LE VOCABULAIRE DES ESPACES METRIQUES

Armés de ces distinctions, nous sommes en mesure de formaliser davantage le probleme. Les définitions qui suivent
appartiennent a la branche des mathématiques qu'on appelle topologie (étymologiquement « lieu-étude »). En quelques
mots, la topologie est la théorie de la proximité entre les objets mathématiques, des objets qui peuvent étre tout et n’importe
quoi et dont la proximité est autant définie qu’étudiée par la théorie.

Définition (Distance, espace métrique) Soit X un ensemble quelconque. On appelle distance sur X toute application
d : X x X — R satisfaisant les assertions suivantes :

— Positivité :  Vx,y€X, d(x,y)=0.

— Symétrie: Vx,ye€X, d(y,x)=d(x,y). y
— Séparation: Vx,yeX, d(x,y)=0 < x=y.

— Inégalité triangulaire : Vx,y,z€X, d(x,z)<d(x,y)+d(y,2).

Le couple (X, d) est alors appelé un espace métrique.

On dit souvent pour abréger que 'ensemble X lui-méme est un espace métrique, mais c’est un abus de langage.

Exemple Lapplication (x,y) > |x — y| est évidemment une distance sur C (ou R), de méme que l'application :

(6,3, (s y")) — /(x—x 2+ (y —y')>  surR%

Exemple Pour tout espace métrique (X, d) et toute partie Y de X, (Y, d |ny) est aussi un espace métrique. Ainsi, toute partie
de R ou C peut étre vue comme un espace métrique de plein droit par restriction de la distance usuelle (x,y) — |x — y]|.

Définition (Boule ouverte, voisinage) Soient X un espace métrique et y € X.

e Boule ouverte : Soit r > 0. Uensemble {x eX| d(x,y)< r} est appelé la boule ouverte de centre y et de
rayon r.

e Voisinage : On appelle voisinage de y toute partie de X qui contient une boule ouverte de centre y.
On notera dans ce texte ¥;(y) 'ensemble des voisinages de y.
Deux propriétés des voisinages :
— Toute intersection finie de voisinages de y est un voisinage de y.

— Toute partie de X qui contient un voisinage de y est elle-méme un voisinage de y.
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Toute boule ouverte de centre y est un voisinage de y, mais la réciproque est fausse.

Dans R, les boules ouvertes sont des intervalles ouverts, et dans C, ce sont exactement les disques ouverts.

Définition (Isométrie, fonction continue, homéomorphisme) Soient (X,d) et (X’,d’") deux espaces métriques et
f : X — X’ une application.

e Isométrie : On dit que f est une isométrie (de X sur X') si f est une bijection de X sur X’ et si pour tous x, y €X :

d'(f G0, f () =d(x, y).

On dit que X’ est isométrique a X s'il existe une isométrie de X sur X’. La relation étre isométrique a ainsi définie
est une relation d’équivalence sur la classe des espaces métriques.

e Fonction continue : On dit que f est continue (sur X) si:
VyeXx, W ev%(f(), Ivesk(y), f(V)cV.
ie. si: VyeX, Ve>0, Ja>0, VYxeX, dix,y)<a = d(f(x),f(y))<e.

Par définition, ceci signifie que f est continue en y.

o Homéomorphisme : On dit que f est un homéomorphisme (de X sur X') si f est bijective de X sur X’ et continue
sur X et si f~! est continue sur X'.

On dit que X’ est homéomorphe a X §'il existe un homéomorphisme de X sur X’. La relation étre homéomorphe a
ainsi définie est une relation d’équivalence sur la classe des espaces métriques.

Les isométries (étymologiquement « méme mesure ») sont les applications qui préserve les distances.

Deux espaces métriques sont isométriques quand on peut passer de 'un a l'autre en préservant parfaitement les dis-
tances et homéomorphes quand le second est une déformation bijective bicontinue du premier, i.e. quand on peut passer
bijectivement de I'un a l'autre sans aucun déchirement.

Toute isométrie est un homéomorphisme, mais la réciproque est fausse.

Exemple La fonction x —

x
est un homéomorphisme de R sur ]— 1, 1[ de réciproque x —>
1+ |x| 1—|x]|

déformer bijectivement et bicontiniment R pour le transformer en ]— 1, 1[. Il est cependant impossible de le faire de facon
isométrique, i.e. en préservant les distances, car les points de ]— 1, 1[ sont a distance au plus 2 les uns des autres alors que
R contient des points aussi distants que 'on veut 'un de l'autre.

. On peut donc

Exemple
Z
1+ |z
et C sont homéomorphes. En revanche, ils ne sont pas isométriques.

e La fonction z — est un homéomorphisme de C sur le disque ouvert de centre O et de rayon 1, donc ce disque

o Lecarré [—1,1]+i[—1,1] et le disque fermé de centre 0 et de rayon 1 sont homéomorphes. La fonction f définie par
f(0)=0etpourtoutz € [—1,1]+i[—1,1]: f(z) = — xmax {|Re(z)|, |Im(z)|} est en effet un homéomorphisme
du carré sur le disque. 2|

Définition (Surface) On appelle surface tout espace métrique dont tout point posséde un voisinage homéomorphe a
C (ou R?).

Une surface est un espace métrique « localement de dimension 2 », i.e. qui ressemble & un plan au voisinage de chaque
point. Par exemple, les sphéres et les tores sont des surfaces.




Christophe Bertault

Pour comprendre un espace métrique de l'intérieur, il est souvent utile de s’y promener et nous allons beaucoup nous
promener dans ce texte le long de ce qu'on appelle des courbes paramétrées.

Définition (Courbe paramétrée, espace métrique géodésique) Soit X un espace métrique.

e Courbe paramétrée : Soient x,y € X. On appelle courbe paramétrée de X d'origine x et d’extrémité y toute
application continue y de [a, b] dans X, avec a,b € R et a < b, pour laquelle y(a) = x et y(b) = y.

e Espace métrique géodésique : On dit que X est géodésique si pour tous x, y € X, il existe une courbe paramétrée
y : [a,b] — X d’origine x et d’extrémité y qui est aussi une isométrie de [a, b] sur son image )/([a, b]).

En particulier :  d(x,y) =d(y(a),y(b)) =b—a.

Toute courbe paramétrée y : [a,b] — X d’origine x et d’extrémité y peut étre vue comme la tra- -
jectoire d'un mobile qui, a l'instant t € [a, b], se trouve en position y(t) dans X. Initialement situé en v(a) (D)
x = y(a), le mobile se déplace contintiment dans X et finit sa course en y = y(b). .-

D7

En termes plus intuitifs, un espace métrique est géodésique quand deux points quelconques x et y
peuvent toujours y étre reliés par une ficelle inélastique de longueur d(x,y). Le segment [a, b] joue le
role d’'une ficelle de longueur d(x,y) = b — a, il habite officiellement dans R, mais la courbe paramétrée y le transporte
isométriquement, i.e. de facon inélastique, en une ficelle de méme longueur qui relie x a y dans X. La notion de longueur
d’une courbe paramétrée est ici évoquée sans rigueur aucune, mais les choses seront bient6t plus claires.

-/

Exemple R et C ne sont pas homéomorphes. Quand on retire un point a R, on le casse tellement bien en deux qu’on ne
peut plus relier contintiment tout point a tout point. Priver C d’'un point n’a pas du tout le méme effet car il est facile de
contourner un point dans C quand on veut relier continiment un point & un autre. Tachons cependant d’étre plus rigoureux.

Démonstration Supposons par l'absurde qu'il existe un homéomorphisme f de C sur R et posons a = f ~1(0). La
restriction f o~ (a} €St alors un homéomorphisme de C~ {a} sur R*, et par bijectivité, nous pouvons nous donner

deux nombres complexes z,z* € C~ {a} pour lesquels f(z7) = —1 et f(z*) = 1. Or il est facile de construire
une courbe paramétrée y : [—1,1] — C ~ {a} d’origine 2z~ et d’extrémité z* — si a le permet, on va en ligne
droite, et sinon on contourne a. La composée f oy est alors continue sur [—1,1] avec f oy(—1) = f(z7)=—1 et

foy(1)=f(z7)=1. Le TVI l'oblige donc & atteindre O alors qu’elle est a valeurs dans R* — contradiction !

Définition (Espace métrique 2-homogeéne) Soit X un espace métrique. On dit que X est 2-homogeéne si pour tous
x,¥,x',y" € X pourlesquels d(x, y) = d(x’, y'), il existe une isométrie f : X — X pourlaquelle f (x) = x" et f(y) =y’

Les théorémes de la géométrie plane euclidienne sont vrais partout de la méme maniére, ils ne sont pas vrais dans telle
partie du plan et faux dans telle autre. Cela tient au fait que les configurations étudiées d’une région donnée (droites, cercles,
triangles. ..) peuvent toujours étre ramenées aux configurations analogues d’une autre région par une isométrie. Les cercles
de rayon donné ont tous les mémes propriétés car ils sont tous superposables les uns sur les autres a isométrie pres. Dans
cette optique, un espace métrique est 2-homogeéne quand les configurations de deux points distants d'un méme réel positif
se valent toutes a isométrie pres.

Les définitions qui précedent nous permettent enfin d’énoncer un résultat majeur dont la démonstration repose sur des
théorémes profonds et tres difficiles du 20°™€ siécle.

Théoreme (Classification des surfaces géodésiques 2-homogenes a isométrie pres) Toute surface géodésique
2-homogene est isométrique a 'un des espaces métriques suivants :

— le plan euclidien C (ou R?),

— une sphere ou bien la dréle de surface qu'on obtient a partir d’'une sphere quand on identifie brutalement tout
point au point diamétralement opposé,

— le demi-plan de Poincaré muni de la distance hyperbolique que nous nous apprétons a étudier (a un facteur
multiplicatif pres).

Les trois types de géométries obtenues sont appelés respectivement des modeéles de géométrie euclidienne, sphérique et
hyperbolique. La suite de ce texte est consacrée a la définition et a 'étude du demi-plan de Poincaré, mais nous commencerons
dans un premier temps par nous intéresser a la géométrie euclidienne de C pour la comprendre mieux et nous familiariser
avec les concepts de courbe paramétrée, longueur et géodésique.

Dans la suite de ce texte, a et b sont toujours deux réels pour lesquels a < b.
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@ 2 PROPRIETES METRIQUES DU PLAN EUCLIDIEN C

@ 2.1 LONGUEUR D’UNE COURBE PARAMETREE ET GEODESIQUES

Une définition tres générale des courbes paramétrées a été donnée au paragraphe précédent, qui n’exigeait que la conti-
nuité, mais nous nous intéresserons plus concrétement a des courbes paramétrées un peu plus que continues.

Définition (Courbe paramétrée de C) Soit v : [a, b] — C une fonction. On dit que y est une courbe paramétrée de
C sur [a, b] s'il existe des réels tg,...,t, avec a = ty < ... < t, = b pour lesquels pour tout i € [0,n—17], T lteoti] €St
i+

de classe 6! sur [t;,t;1]. La famille (¢, ..., t,) est alors appelée une subdivision adaptée de .
En particulier, y est alors continue sur [a, b] tout entier, y compris en les points tg,..., t,.

Dans la suite de ce texte, pour tout i € [0,n — 1], la restriction T \ieor,.,] SETA notée v, sans plus de précision.
[ERdE S

Pourquoi ne pas demander plus simplement a y d’étre de classe 6" sur [a, b] tout entier ? G
Simplement pour que son graphe puisse contenir des « angles », nous en aurons besoin plus r(b) ,//‘/f\ \ y
tard pour des raisons techniques. C \\

— _ \‘\
Exemple La courbe paramétrée t — ei® de C sur [0,27] a pour image le cercle trigono- / /\
métrique. v(a) y(t) Y(t2)

Exemple Pour tous u,v € C, la courbe paramétrée t — (1 —t)u+ tv de C sur [0,1] a pour image le segment d’origine u
et d’extrémité v.

(1+i)t site€[0,1] 6(1)
Exemple Pour tout t €[0,2], on pose 6(t) = o imt '
2+i+ie2 site]l,2]. 5(0) \ 52)
La fonction § est une courbe paramétrée de C sur [0,2]. \\\

[

Donnons-nous & présent une courbe paramétrée y de classe 4! et intéressons-nous a la portion de courbe que constitue
v entre deux points de parameétres t et t + dt avec dt tout petit. Parce que dt est petit, cette portion de courbe peut étre
vue en premiére approximation comme un segment infinitésimal de longueur d(y(t),y(t + dt)) = |y(t + dt) — y(¢)|. Or

r(e+d0=y(t)

par définition du nombre dérivé : Y'(t), donc d(y(t),y(t +dt)) ~ |y'(t) dt|. En additionnant ces

longueurs infinitésimales a mesure que t décrit [a, b], on définit un réel positif dont la signification intuitive est celle d’'une

b
longueur, la longueur totale de y sur [a,b]: L(y)= J. ly'(t)] dt.
a

Définition-théoreme (Longueur d’une courbe paramétrée de C) Soit y une courbe paramétrée de C sur [a, b]
i+1

n—1 t
de subdivision adaptée (tg,..., t,). Le réel ZJ |y{(t)| dt ne dépend pas de la subdivision (¢, ..., t,) choisie pour le
i=0 J ¢

calculer. On l'appelle la longueur de y et on le note L(y).

b
Si y est de classe 6! sur [a, b] tout entier, cette définition s'écrit plus simplement : L(y) = y'(t)| dt.
Y P P
a

Démonstration  Nous admettrons I'indépendance de la longueur vis-a-vis de la subdivision pour gagner du
temps.

Les trois exemples qui suivent sont rassurants, les longueurs calculées coincident heureusement avec celles que I'intuition
nous dicte.

21 21 27
Exemple La courbe t — eit sur [0,27] a pour longueur L(y) = J ly'(0)| dt = J lie'| dt = J. dt =2m.
0 0 0

Exemple Pour tous u,v € C, la courbe t NEAN (1—t)u+ tvsur[0,1] a pour longueur :

1 1
L(y)=f |y’(r)|dt=f v—ul dt = v —ul = d(u,v).
0 0
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it
2

1 2
Exemple La courbe & définie plus haut a pour longueur L(§) = f [1+i] dt + J. i
0 1

dt=1/§+g.

Théoreme (Propriétés de la longueur d’une courbe paramétrée de C) Soit y une courbe paramétrée de C sur
[a,b].

(i) Positivité : L(y)=0
(ii) Additivité : Pour tout c € [a,b]: L(y)= L(y|[a C]) + L()/|[C b]).

(iii) Séparation : Si L(y) =0, 'image de y est un singleton.

Démonstration Donnons-nous une subdivision adaptée (t,...,t,) de y.

(ii) Parce qu'on peut toujours raffiner une subdivision adaptée en lui ajoutant des points, on peut supposer
que ¢ = t; pour un certain k € [0, n]. Dans ces conditions, (t, ..., t;) est une subdivision adaptée de vy ltac]
et (ty,...,t,) une subdivision adaptée a Y |iep) € de plus :

i+1 i+1

L(y)—Z f ’|Y(t)|dt_z f |y(t)|dt+Zf (O de = L(y|iqe) + L(¥ |o)):

(iii) Si L(y) = ZJ ly/(t)] dt = 0, alors J lyi(t)| dt = 0 pour tout i € [0,n — 1] par positivité des
ti

termes sommés, or la fonction |y?| est continue et positive sur [t;, t;,1 ], donc identiquement nulle. Pour tout
i € [0,n—1], la fonction y; est ainsi constante sur [t;, t;,;], donc y l'est sur [a, b] tout entier, autrement
dit son image est un singleton.

Le résultat suivant est intéressant en soi mais ne figure ici qu’a titre de lemme.

Théoreme (Cas d’égalité de l'inégalité triangulaire intégrale) Soit f € €[ ( a,b], (C) Linégalité triangulaire

b
J f(t)de

certain 0 € R.

< J |f (£)] dt est une égalité si et seulement si la fonction t — e~ f (¢) est 4 valeurs dans R, pour un

11 est équivalent de dire que f est d’argument constant si on convient d’accorder a 0 tout réel pour argument.

Démonstration

e Si f est d’argument constant 6 :

b b
f f(e)de| = f ¥ |f(e) de

b
Au passage : J f(t)dt =el J

e Réciproquement, faisons I’hypothese que

‘ b b b
e‘ef If ()] dt| = If(6)] dt =f |f(6)] dt.

b
|f(t)] dt, donc 6 est un argument de f f(t) dt.

b
f f()dt

puis g la fonction e f. Aussitot : J. f(t)dt =e®

b

b b
=f |f(t)|dtetnotons@unargumentdef f(t)dt,

J. fl)de|= J. |f ()| dt, donc:

b b
f (lg(t)] —Re(g(1))) dt=f le7?f(t)] dt —Re ( f f(t)dt) f If(t)ldt—ReU If(t)ldt)=

Continue, positive et d’'intégrale nulle d’aprés le calcul précédent, la fonction |g| —Re(g) est identiquement
nulle sur [a, b], autrement dit |g| = Re(g), et cela prouve que g est a valeurs dans R, i.e. que f est
d’argument constant 6.

La définition de la longueur d’une courbe paramétrée a été motivée plus haut par des considérations peu rigoureuses sur
la notion de distance. Le théoréme suivant conforte notre choix en montrant que toute distance peut étre calculée a partir
de longueurs.
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Théoréeme (Caractérisation de la distance sur C par la longueur et géodésiques de C) Soient u,v € C.

(i) On note ¥, , I'ensemble des courbes paramétrées de C d’origine u et d’extrémité v. Alors d(u,v) = ir%f L(y).
! =

u,v

(ii) Cette borne inférieure est en réalité un minimum. Les courbes paramétrées y qui le réalisent sont appelées
les géodésiques de C d’origine u et d’extrémité v et ce sont précisément toutes les courbes paramétrées de C qui
parcourent sans retour en arriere le segment d’origine u et d’extrémité v.

Sans surprise, la distance entre deux points est aussi la plus petite longueur possible
d’une courbe paramétrée entre ces points et le plus court chemin possible entre deux points o0e geodésique
n’est autre que le segment les joignant I'un & lautre — a condition qu’on ne parcoure celui-ci o T
qu’'une seule fois sans retour en arriére. N

| ot
u

Démonstration Nous travaillerons pour simplifier seulement avec des courbes e e
Pas une geodésid

paramétrées de classe 6*, cela nous évitera d’utiliser des subdivisions adaptées
(tgs---»tn)

(i) Pour toute courbe paramétrée y € 6, , sur [a, b], d’aprés I'inégalité triangulaire :

b
f Y'(t) dt

donc I'ensemble {L(y) | r e %‘u,v} est minoré par d(u,v). Cela dit, nous avons vu dans un exemple
précédent qu'’il contient d(u,v), donc d(u,v) = m(ign L(y)= il‘(lgf L(y).
(S (S

Y€ buy Y€ buy

= 12| =y ) = 1(@)| = Iv—ul = d(w, v),

b
L(y) =J. ly'(6)] de >

(ii) A quelle condition nécessaire et suffisante sur y est-il vrai que L(y) = d(u,v)? D’aprés ce qui précede :

b b
L(y)=d(u,v) = f |y'(0)| dt = f Y'(t) dt = v’ est d’argument constant
a a
= Pour un certain 6 € R, la fonction ey’ est & valeurs dans R,
5 .
= Pour un certain 6 € R, la fonction t —> e ¢ (y(t)—y(a)) est réelle et croissante.

La relation y(t) = y(a) + e 5(t) pour tout t € [a, b] indique enfin que y décrit « en croissant » le segment
d’origine y(a) = u et d’extrémité y(b) = v.

@ 2.2 ISOMETRIES

Exemple Pour tous a € Uet b € C, la fonction -L> az + b est une isométrie de C car pour tous u,v € C :
€U
lf @ —f )| =|(au+b)—(av+b)| =lal . Ju—v| ‘=" [u—v].

La fonction z — az + b est une isométrie de C pour une raison analogue. Rappelons au passage que z — az + b est soit la

— point fixe — et d’angle de mesure arg(a) si a # 1. On

translation de vecteur b si a = 1, soit la rotation de centre i

peut montrer que la fonction z — az + b est une symétrie axiale.

Le théoréme suivant énonce que les isométries de C sont exactement celles qu’on vient d’exhiber, il n’en existe pas d’autres.

Théoreme (Caractérisation des isométries de C) Les isométries de C sont exactement les fonctions z — az + b et
g+~ az + b, (a,b) décrivant U x C.

f(z)—£(0)
f(1)=£(0)

Démonstration Soit f une isométrie de C. Si f est de la forme z —— az+bougz+—— az+b,z+—
est 'une des fonctions z — 2z et z — . Laissons-nous maintenant porter par cette remarque.

e Comme f est une isométrie : |f(1)—f(0)|=|1—0/=1>0, donc f(0)# f(1) et nous pouvons poser

_ f=x)—f(0) )
glz)= f—(l) ~70) pour tout z € C. Pour tous u,v € C :
_ =50 fO)=FO|_F@=fO| _ Ju=vl _
lgW) —g(v)| = lu—vl,

FO=F0) fFM-FO] [fFO—-f©O)] -0
donc g aussi est une isométrie. Remarquons par ailleurs que g(0) = 0 et g(1) = 1. Dans ce qui suit, c’est g
que nous allons déterminer et nous en déduirons f .



Christophe Bertault

e Montrons que g(z) =z ou g(z) = z pour tout z € C. Fixons z € C et introduisons les formes algébriques de
zetg(z): z=x+iy et g(zg)=x"+iy’ avecx,x’,y,y’ €R. Aussitot :
lg@)|=1gz)—gO)|=Iz—0l=z] et [g)—1]=]g(x)—g(D)]=]z—1],
x/z +y/2 — xz +y2
(X' =1P+y?=(x—1+y?%
annoncé, g(z) vaut x’ +iy’ = x +iy =z ou x’ +iy’ = x —iy =z.

d’oti le systeme { et ainsi x’ = x et y’ = £y aprés soustraction. Comme

e Nous venons de montrer que pour tout z € C, g(z) vaut z ou z, mais il se pourrait bien qu’on ait g(z) = 2
pour certains z et g(z) =z pour d’autres. Nous allons montrer qu’en réalité, on a soit TOUJOURS g(z) =z,
soit TOUJOURS g(z) = z — résultat beaucoup plus fort. Ce qui est au moins sir, c’est que g(i) vaut soit i,
soit i =—i.

— Supposons d’abord que g(i) =1 et montrons que g(z) = z pour tout z € C. Soit z € C. Si g(z) =z, alors
|z —i| = |g(z) — g(i)| = |z —il, donc |z +i| = |z — i|. Equidistant des points i et —i, z appartient ainsi &
leur médiatrice R, et donc g(z) =z =z.

— On montre de méme que si g(i) = —i, alors g(z) =z pour tout z € C.

—b
e Posons pour conclure a = f(1)—f(0) # 0 et b = £ (0). Par définition de g, g(z) = &
a

or g est I'une des fonctions z — z ou 2z — %, donc f est soit la fonction 2 — az + b, soit la fonction
g+—>az+b.

pour tout z € C,

@ 2.3 CONCLUSION

Théoreme Le plan euclidien C est une surface géodésique 2-homogene.

Démonstration

e Pour commencer, C est un voisinage de chacun de ses points, et bien stir C est homéomorphe a lui-méme,
donc C est une surface.

o Ensuite, C est géodésique car pour tous u, v € C distincts, la courbe paramétrée ¢t — u +

| | t est une
v—u
isométrie sur [0, |v —u|] d’origine u et d’extrémité v. En effet, pour tous s, t € [0, |v —ul] :
v—u v—u
lf &)= f©)]= s— t| =ls—tl.
[v—ul [v—ul

e Pour finir, C est 2-homogene car pour tous u,v € C et u’,v’ € C pour lesquels lu —v| = [u'—v'| > 0, la
. g Vv —u’
fonction g —

(z —u) + u’ est une isométrie de C pour laquelle g(u) =u’ et g(v) =v'.

® 3 GEOMETRIE HYPERBOLIQUE DU DEMI-PLAN DE POINCARE

Définition (Demi-plan de Poincaré ¢)
‘ On appelle demi-plan de Poincaré 'ensemble 52 = {z eC| Im(z)> 0}.

Nous allons munir 2# d’une structure géométrique plane non euclidienne dite hyperbolique et en étudier quelques aspects.

® 3.1 LONGUEUR D’UNE COURBE PARAMETREE

Définition (Courbe paramétrée de 5#) Soit v : [a, b] — 5 une fonction. On dit que y est une courbe paramétrée

de 5 sur [a, b] s'il existe des réels tg,...,t, avec a =ty < ... < t, = b pour lesquels pour tout i € [0,n— 1], T lttotind
i+

est de classe 6! sur [t;, t;,;]. Lensemble (ty,...,t,) est alors appelé une subdivision adaptée de .
En particulier, y est alors continue sur [a, b] tout entier, y compris en les points t,..., t,.

Dans la suite de ce texte, pour tout i € [0,n—17, la restriction y I[t,.e,,,] SETA généralement notée y; sans plus de précision.
[ERdt S
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Au point ot1 nous en sommes, # est une vulgaire partie de C et les notions de continuité et de classe ¢ évoquées sont
relatives aux distances usuelles sur R et C.

Définition-théoreme (Longueur d’une courbe paramétrée de 5#) Soit y une courbe paramétrée de 5 sur [a, b] de

n— i+1 |
7i (o)
subdivision adaptée (t,...,t,). Le réel f
e Z . Im(y;(0)
le calculer. On 'appelle la longueur de y et on le note L(y).

dt ne dépend pas de la subdivision (tg,...,t,) choisie pour

b
ly'()]
——d
n(e)

Si y est de classe 6! sur [a, b] tout entier, cette définition s'écrit plus simplement :  L(y) = f

Cette définition de la longueur est tout a fait arbitraire de notre point de vue car notre point de vue est celui de 'espace
euclidien C, dont la distance (x, y) — |x — y| est la seule qui nous parait naturelle. Pour les habitants de 5# auxquels nous
sommes en train de donner vie, c’est la notion de longueur que nous venons d’introduire qui est naturelle, elle constitue la
loi métrique de leur petit monde et c’est notre distance a nous qui leur parait extravagante.

/
t
Dans la définition L(y) = J M
o Im(y(0))
et plus L(y) est grande. Au contraire, plus y est éloignée de I'axe réel, plus le dénominateur Im(y(t)) est grand et plus L(y)
est proche de 0.

dt, plus y est proche de I'axe réel, plus le dénominateur Im(y(t)) est proche de 0

- iRj_ Les courbes paramétrées ci-dessous Longueur L
- — Y1 Llr)~2 sont toutes de longueur 3. parcourue :
Oy
- ij///
- T2 L{r)~28 < L=0
. \\g 7 < L~0.18
777 _— 73 L(y3)~4.7 > <~ L~0.41
C —> 7 < L~0.69
h Y4 L(ra)=~20,3 — <~ L~1,1
C N\ B N
. ~— . L~271 o | T ERLTO
e T T T e > R R L C T TP ) ;{ —————————— > R
L~ 4.09

Exemple Soient u,v € 5 pour lesquels Re(u) = Re(v). Notons y la courbe t — (1 —t)u+tv =u+t (v —u) de 5 sur

1 1 _
[0,1]. Pour tout t € [0,1]: y'(t)=v—u=Im(v—u), doncL(y)= f % dt = f Im(lgrfli—(rlml(ly— D dt.
0

1 _
— SiIm(u) < Im(v), alors L(y) = L Im(u;l?l-(:lznl(l\)i _— dt = [ln (Im(w) + t Im(v —u))]t;(l) =In 1253 .
Y Im(v— (= I
— SiIm(u) > Im(v), alors L(y) = —J; Im(u)n-:-(:lml(ll)/ _— dt =— [ln (Im(w) + t Im(v — u))] _(1) =In Izgu;'

Dans tous les cas L(y) = ‘ln ) En particulier, si v s’approche de I'axe réel, autrement dit si Im(v) tend vers 0, L(y) tend

Im(u)

vers +00 comme la figure de droite ci-dessus le suggérait.

Théoreme (Propriétés de la longueur d’'une courbe paramétrée de #) Soit y une courbe paramétrée de 5 sur
[a,b].

(i) Positivité : L(y)=0
(ii) Additivité : Pour tout c € [a,b]: L(y)= L(y|[a C]) + L()/|[C b]).
(iii) Séparation : Si L(y) =0, 'image de y est un singleton.

(iv) Changement de paramétrage : Soit ¢ une fonction de classe 6! bijective d'un segment [c,d] sur son image
[a, b]. La fonction y o ¢ est alors une courbe paramétrée de 52 sur [c,d] de méme image que y et de plus :

(v) Une minoration de la longueur : Sion note u l'origine de y et v son extrémité : L(y) =

L(y o @)= L(y). o
ln‘£’+1arg(a)‘.
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Que représente géométriquement 7y o  dans I'assertion (iv) ? Alors que y décrit 'ensemble des points y(t), t décrivant
[a, b], v o ¢ décrit quant & elle l'ensemble des points y(p(s)), s décrivant [c,d], mais donc, ¢ étant bijective de [c,d] sur
[a,b], y et v o ¢ passent en réalité physiquement par les mémes points.

Les variables s et t = (p(s) sont comme deux variables temporelles associées chacune a un mobile, \ V ('”\T'
respectivement S et T. Si nous notons M le point M = y(t) = v o ¢(s), le mobile S est en M a

I'instant s pendant que le mobile T y est a I'instant t. Les deux mobiles parcourent le méme circuit M est 4 la fois un y(t)
mais simplement dans des temporalités séparées, a priori avec des vitesses différentes. et un y(p(s)).

Démonstration (Assertions (i), (ii) et (iii)) Méme preuve que sur C!

Démonstration (Assertion (iv)) Toute fonction continue et bijective est strictement monotone. Nous suppo-
serons ¢ croissante, i.e. ¢’ positive — preuve analogue si ¢ est décroissante. Donnons-nous maintenant une
subdivision adaptée (to,...,t,) de y et posons t; = ¢ ~1(t;) pour tout i E [0,n —17]. La fonction y o ¢ est alors

une courbe paramétrée de & sur [c, d] de subdivision adaptée (tg,...,t/_;)et:
<[ e o) ()| Yy (e®)]
Liyoy)= f ds = ()] ds
IZ ¢ Im(yoe(s) ¢ Im(y((s) ) [¢'6)]
i Ly (e@) = [ |Y( )|
p'(s)ds = dt = L(y).
fu m(y(¢(s))) Z , Im(y(t))

Démonstration (Assertion (v)) Donnons-nous pour commencer une subdivision adaptée (to,...,t,) de y et
posons x =Re(y), y =1Im(y), r =|y| et 6 = arg(y).

x rcosf sin(ﬂ—e) m
e Tout dabord : — = —; = 2 = tan(— — 9). Or y est a valeurs dans #, donc 6 dans
y rsin6 cos(E—G) 2
2

10, [, donc g— 0 dans ]——,

T T x T x
—[, donc — — 6 = Arctan —, i.e. arg(y) = — — Arctan —.
2 2 y 2 y

e Pour tout i € [0,n— 1], dérivons maintenant la fonction In |y;| + iarg(y;) sur [t;, t;;] dont nous savons

qu’elle constitue UN logarithme de y;. yx'—xy’
) / 1 ir . xY 1 2xx'+2yy . y2
(In]y;| +iarg(yy)) =(§ln(x2+y2)+3—1Arctan;) =3 P —i 1 (x)z
. + —
_ e+ yy) -y —xy) | (x—iy)(x +iy’) v y
B X2+ y? S (—i)e+iy) oy

e Finalement, sachant que Im y < |y] :

_n— i+1 |Y;(t)| n—1 i+1 Y;(t) n—1 tiv1 }/;(t) n—1 rtiy }/;(t)
L =3, f (1) dt?;ﬁ. 0] R f ki Zf 7okd
n—1
= 24 [ln|yi|+iarg(yi)]l ‘ ‘[ln|y|+1arg(}/)] =|ln % +iarg(%)‘ ln)u‘+1arg(v)'

® 3.2 DISTANCE

Nous disposions dans C d’une notion de distance claire, nous avons défini une notion de longueur raisonnable et nous
avons vérifié que toute distance pouvait étre calculée a partir de longueurs. Nous allons inverser cette démarche dans 5 et
définir une distance sur 5# a partir de la notion de longueur précédemment introduite.

Définition-théoreme (Distance sur 5¢) Soient u,v € 5. On note 6,, 'ensemble des courbes paramétrées de ¢
d’origine u et d’extrémité v et on pose d(u,v) = i1(1gf L(y). La fonction d : £ x # — R est une distance sur .
Y€,

Démonstration (Bonne définition et positivité) Pour tous u,v € #, 'ensemble {L(}/) | re %u,v} est une

partie non vide de R minorée par 0, donc posséde une borne inférieure d’apres la propriété de la borne inférieure.
En particulier d(u,v) = 0.

, . s . -y 5
Démonstration (Symétrie) Soient u,v € C. Pour toute courbe paramétrée y € 6, , sur [a,b], t — y(—t)
est une courbe paramétrée de 6, , définie sur [—b,—a] et L(6) = L(y) par changement de paramétrage. Ainsi,

10
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d(v,u) < L(y) par définition de d(v,u) comme borne inférieure, puis d(v,u) < d(u,v) par définition de d(u,v)
comme borne inférieure. Légalité souhaitée en découle par symétrie des roles de u et v.
Démonstration (Séparation) Soient u,v € C. On suppose que d(u,v) = 0. Nous avons vu que pour toute

v . v
1n|—)+1arg(—) . +1arg( )
u u

o v v v v v i
d(u,v) comme borne inférieure, donc ln‘—) = arg(—) =0, donc — = ‘—)elarg(u) =1,ie.u=v.
u u u lu

courbe paramétrée y € 6,, : L(y) = Ainsi |In |-

= 0 par définition de
u

Démonstration (Inégalité triangulaire) Soient u,v,w € J#, y € 6, définie sur [a,b] et 6 € 6,,, définie

y(b+t(b—a)) site[—1,0]
sur [c,d]. Posons pour tout t € [—1,1] : &(t) = { S(c+t(d—c) site]o,].

paramétrage, €|(—1,0) €St une courbe paramétrée de 4, définie sur [—1,0] et L(8|[_1 0]) = L(y). De méme,

Par changement de

est une courbe paramétrée de %, ,, définie sur [0,1] et L(e ) = L(6). Enfin, ¢ elle-méme est une

€lto) lro.1)
courbe paramétrée de %, ,, définie sur [—1,1]. A présent, d(u,w) < L(g) = L(8|[_1’0]) + L(8|[O,1]) =L(y)+L(56)
par définition de d(u,w) comme borne inférieure, donc d(u, w) — L(§) < L(y), puis d(u,w) — L(6) < d(u, v) par
définition de d (u, v) comme borne inférieure. Finalement, d(u, w)—d(u,v) < L(6) donc d(u, w)—d(u,v) < d(v,w)
par définition de d(v,w) comme borne inférieure et c’est fini.

@ 3.3 UN PREMIER EXEMPLE DE GEODESIQUES

Définition (Géodésiques de 5#) Soient u,v € . On appelle géodésique de 3¢ d’origine u et d’extrémité v toute courbe
‘ paramétrée y € 6, pour laquelle L(y) =d(u,v).

Rien ne garantit a priori qu’il existe des géodésiques dans S, i.e. que la borne inférieure qui définit d(u,v) est un
minimum.

Théoreme (Géodésiquesimaginaires pures de ) Soient a, 3 > 0. Les géodésiques de 5 d’origine ia et d’extrémité
i sont toutes les courbes paramétrées de ## qui parcourent sans retour en arriere le segment vertical entre ces points.

Tout ¢a pour ¢a! Quand lorigine et I'extrémité sont choisies dans i RY, les géodésiques de ¢ sont celles de C. Nous
verrons plus tard que les géodésiques de £ sont en général plus exotiques.

Démonstration

e Pour toute courbe paramétrée y € G, ;5 :  L(y) =

)ﬂ)+1arg(ﬂ)‘ )ln—) Nousavonsvucela

dit que la courbe paramétrée t — (1 —t)ia +tiff de 5# sur [0, 1] a justement pour longueur

par définition de d(ia, i) : d(ia,iff) = )ln - ‘

e A présent, soit y € Gia,ip définie sur [a, b] de partie imaginaire y. Pour éviter les subdivisions adaptées,
nous supposerons f de classe 4. Dire que y est une géodésique de 5 d’origine ia et d’extrémité if3, c’est
dire que l'inégalité L(y) = d(ia,if) est en fait une égalité. Rappelons la preuve de cette inégalité :

b
_ ly’(2)] m(y) < Iy
L(Y)_J.a Mdt g f

Par conséquent :

840
y(t)

()
(1)

= ‘[lnlyl +iarg(y) ]z) = ‘lng‘ = d(ia, if).

rol "Iy ()
L(y)=d(ia,ip) = f (t) dt = o ' (t) 0 t'
Yol |y'© ) f r'(6) f r'(©) ‘
= f (Im o) [rol) 70 | o , o
Continue positive b ( ) ( )
n cache ici Y/ t Y t
quelques détailsczechnilcllues‘ o = Im()/) = |Y| sur [a’ b] et L Y(t) (t) t‘

11
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by, b,
t t
c=iy et J' y'(©) :J'y()dt‘
« 1Y) « Y@
/
= y=iy et 2 aun signe constant sur [a, b]
y>0 Y
= y=1iy et y’aun signe constant sur [a,b]
= y =iy et y est monotone sur [a,b].

C’est exactement le résultat promis.

11 en aura fallu des calculs pour ce premier exemple de géodésiques. La détermination des autres géodésiques de 5#
est plus compliquée et nous allons les déterminer par déformation en jouant avec la 2-homogénéité. L'idée est simple. Si
h : # — # est une fonction qui préserve les longueurs de courbes paramétrées et si y est une géodésique d’origine u et
d’extrémité v, on peut s’attendre a ce que h o v soit une géodésique d’origine h(u) et d’extrémité h(v). Cette remarque nous
permettra peut-étre d’atteindre, a partir des seules géodésiques imaginaires pures, la totalité des géodésiques de 5.

® 3.4 HOMOGRAPHIES

Exemple Soient a > 0 et 3 € R. On note h la fonction z — az + 3. Pour toute courbe paramétrée y de 7, h oy est aussi
une courbe paramétrée de 5 et L(hoy) = L(y).

Démonstration Pour commencer, h est a valeurs dans 5 car pour tout z € 5 :
Im(h(z)) =Im(az + f) = alm(z) >0  puisque a > 0 et z € .

. (o hoy (o
Ensuite, pour toute courbe paramétrée y de 5 sur [a, b], t —> ay(t)+ f est tout autant une courbe paramétrée
de s sur [a,b] et :

b b b
(C er+py@l aly'(] ' .
Llher) _L Im(ay(t)+p) dt _J; aIm(y(t)) dt _J; Im(y(t)) de=L().

. 1 .y . .
Exemple On note h la fonction z — ——. Pour toute courbe paramétrée y de #, hoy est aussi une courbe paramétrée de
Z
H et L(hoy)=L(y).

Démonstration Pour commencer, h est a valeurs dans 5# car pour tout z € 5 :

Im(h(z)) =—Im (l) =—Im (i) _ Im(z) >0  puisque z € .
z |z|2 |z

. .y hoy 1 _y
Ensuite, pour toute courbe paramétrée y de 5 sur [a, b], t — 0D est tout autant une courbe paramétrée de

& sur [a, b], et si nous posons x = Re(y) et y =Im(y) :

, 1Y (x—iy Y =iy +y?) - 20 —iy) (xx’ +yy)
(hoy) __(x+iy)__(x2+y2)__ (x2+y2)2
_ =iy +iy)ee—iy) —2(e—iy) (ex’ +yy') =iy ) +iy) —2(xx" + yy')
Bl (x +iy)? (x —iy)? Bl (x +iy)? (x—iy)
C(ex +yy ) +iley' —yx)  (x—ip)x'+iy) X +iy’ Y
ey e—iy) T Getiy)2e—iy) (i)

Le résultat parait évident, mais n’oubliez pas que nous ne savons pas dériver les fonctions d’'une variable complexe,
la relation (h o y) =y’ x h’ o y nous est donc interdite.

. . B y(t)? B y(t)? B '@l
Finalement : L(hoy) —J.a —Im (__) dt = L —Im(y(t)) det = L —Im(y(t)) dt = L(y).
) (o)

12
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définie sur

+
Définition-théoreme (Homographies de ) On appelle homographie de s toute fonction z — %
H avec a,f3,y,0 €Ret ad — By > 0.

(i) Toute composée d’homographies de 7 est encore une homographie de .

(i) Toute homographie de 5 est bijective de 5 sur lui-méme et sa réciproque est encore une homographie de 5.
(iii) Toute homographie de # préserve les longueurs des courbes paramétrées de 7.

(iv) Toute homographie de ## est une isométrie de .

(v) Soient u,v € 5, v une géodésique de 5 d’origine u et d’extrémité v et h une homographie de 5#. La composée
h oy est une géodésique de # d’origine h(u) et d’extrémité h(v).

L'assertion (v) confort nettement I'idée que les géodésiques de 5# peuvent peut-étre étre déterminées a partir de ses
seules géodésiques imaginaires pures.

Démonstration ILlassertion (i) n’est pas difficile a vérifier, mais il ne faut pas oublier de montrer que la condition
ad — By > 0 est bien transmise a la composée. Soient a,f3,y,6 € R avec ad — 3y > 0. Notons h la fonction
az+f

—>

sur .
rz+ 06

(ii) La fonction h est a valeurs dans ¢ car pour tout z € ., sachant que a, 3, y et 6 sont des réels :

_ . (laz+p)(yz+5)\ _Im(ay |z’ + abs+ pyE+p5) _ Im(a5z)+Im(Byz) _ (a6 —Py)im(z)
Im(h(z))_lm( lyz + 82 )_ lyz + 612 B lyz + 6> o lrz+5P

Pour montrer que h est bijective de 5 sur J# de réciproque une homographie, remarquons simplement
o 0z—
que la fonction g — —-l-ﬁ est aussi une homographie car §a— (—f)(—y) = ad — By > 0, et il n’est pas
—vz+a
dur de vérifier qu’elle est réciproque de h.

(iii) Siy =0, le résultat découle directement d'un exemple précédent.

Si y # 0, nous pouvons supposer que y = 1 quitte a diviser a, 8, v et § par y — ce qui n’affecte ni h, ni la

+ 6—
condition aé — fy > 0. Or pour tout z € # : h(z) = oz + —a-2 ﬂ, donc h est la composée
2+0 z2+0

. 1 .
des fonctions z — 2+ 6, 2 — —— et 2 — (ad — )z + a, lesquelles préservent les longueurs de courbes
Z

paramétrées de 5 d’aprés nos exemples précédents. A fortiori, h les préserve aussi.
(iv) et (v) Soient u,v € #. Les applications :
Cuy ™ Chu)nm) ot Chwhey — Guy
Y — ho Y Y — hlo Y
sont réciproques I'une de l'autre, donc bijectives, donc :
d(h(w),h(v)) = inf L(5)= ir%f L(hoy)=
T€GL,

8E€Ghu) h(v)
Enfin, pour toute géodésique y de 7 d’origine u et d’extrémité v: L(hoy) = L(y) = d(u,v) = d(h(w),h(v)),
donc h o y est une géodésique de s# d’origine u et d’extrémité v.

inf L(y) =d(u,v).
YES,

“u,v

@ 3.5 GEODESIQUES

Théoreme (2-homogénéité de ) s# est 2-homogene.
\

Cette fois c’est stir, les géodésiques de 5 sont a notre portée. Y a plus qu’a!

Démonstration Soient § > 0 et u,v,u’,v’ € 5 des points pour lesquels d(u,v) = d(u’,v') = . D’aprés nos
calculs précédents : d(i,ie®) = |Ine’| = 5. Si jamais nous parvenons a trouver une homographie h de #
qui envoie u sur i et v sur ie?, et de méme une homographie h’ qui envoie u’ sur i et v/ sur ie®, la composée
h’~!oh™! sera encore une homographie — donc une isométrie — et enverra comme voulu u sur u’ et v sur v'.

Les couples (u, v) et (u/,v’) ayant le méme réle, nous cherchons simplement une homographie de # qui envoie
usurietvsurie’.

13
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Im(v) Im(v) s 5
— ¢ ———=vaute’ oue °.
Im(u) Im(u)
h,  z—Re(u Im(v
Par ailleurs, 'homographie z — A envoie u sur i et v sur i ( ),
Im(u) Im(u)
m) _ 5 o Im(v) , . ,
=e’. Si au contraire = —0, alors en notant h, 'homographie 2 — ——, la composée h, o h;
Im(u) Im(u) Z

envoie u suriet v surie® et cest terminé aussi.

e Cas ou Re(u) =Re(v) : Dans ce cas, 6 =d(u,v) = |1n

donc nous avons terminé si

e Cas ou Re(u) # Re(v) : Clest bien plus long. En tout cas, les points u et v sont situés sur un demi-cercle
unique ¥ de centre réel x. Géométriquement, x n’est jamais que l'intersection de I'axe R avec la médiatrice
du segment d’extrémités u et v. Uhypothese selon laquelle Re(u) # Re(v) nous garantit que ces deux droites

se coupent — en un et un seul point.
iR}

Translatons horizontalement le demi-cercle ¥ pour le forcer a passer par 0. La translation utilisée, disons
h . . . .
z — z 4t pour un certain t € R, est une homographie de 4. Limage de % par h; est un demi-cercle ¢’

de centre x’ = x + t et de rayon |x’|.
iR*
+ hy(u)

e —

1
Quelle est & présent image de %’ par 'homographie z —» —= ? Pour tout z € C :

/ / Z
1
z2€¥4 < |z—x|=|x| < )1—x— -1 = |1+ x'hy(2)| = |x'hy(z)] <= hz(z)+—/‘ = |hy(2)|
Z Z x
1
< hy(z) appartient a la médiatrice du segment d’extrémités 0 et — — < Re(hy(2)) = o
x X

Limage de 6’ par h, est ainsi la demi-droite verticale 2 d’abscisse o
X

+

9 iR}

hy o hy(u)

Acestade: Re(h,oh;(u)) =Re(h,oh;(v)), doncnoussommes ramenés au cas précédent et, quitte a
composer par une nouvelle homographie h;, nous savons envoyer u sur i et v sur ie® par une isométrie.

Théoreme (Géodésiques de #) Soient u,v € C.

e =

(1) SiRe(u)=Re(v), les géodésiques de # d’origine u et d’extrémité )
v sont les courbes paramétrées de »# qui parcourent sans retour v T \ v
en arriere le segment vertical entre ces points. £ e

(ii) Si Re(u) # Re(v), les géodésiques de 5# d’origine u et d’extré- LA Lo %
mité v sont les courbes paramétrées de 5# qui parcourent sans re- sqp=sssss e Gl 0= >
tour en arriére le demi-cercle de centre réel contenant ces points.

Démonstration Simple conséquence des résultats précédents !

— Nous connaissons les géodésiques imaginaires pures.

*

— Par 2-homogénéité, nous savons transporter tout couple de points sur iR} .

14



Christophe Bertault

— Nous savons que I'image d’une géodésique par une homographie est encore une géodésique.

— Pour finir, nous avons suivi pas a pas les points u et v dans la preuve précédente et nous avons compris
que, selon le cas, la géodésique d’origine u et d’extrémité v sera une demi-droite ou bien un demi-cercle de
centre réel.

® 3.6 CONCLUSION

Il est grand temps pour nous de retrouver Euclide et son cinquieme postulat. Il est maintenant clair en principe qu’aller
droit dans 42, i.e. aller au plus court, ce n’est pas forcément pareil qu’aller droit dans C.

Définition (Droite de 5#, droites paralleles)

e Droites : On appelle droite de 7 toute partie de J qui est :

— soit l'intersection de # et d’une droite verticale de C (une demi-
droite verticale),

— soit I'intersection de 5 et d’'un cercle de C de centre réel (un demi- I I o) L5
cercle de centre réel).

e Droites paralleles : Deux droites hyperboliques sont dites paralléles si elles sont disjointes.

Et enfin, roulements de tambour...

Théoréeme (Droites de 5# et postulats d’Euclide)
(i) Par deux points distincts de 5# passe une et une seule droite de 5.

(ii) Soient 2 une droite de # et z € 5. 1l existe une infinité de droites de # paralleles a 2 passant par z.

Démonstration

(i) Pour les demi-droites verticales, c’est assez évident, et pour les demi-cercles de centre réel, on I'a prouvé
au passage dans notre théoreme final sur les géodésiques.

(i) Quelques dessins valent mieux qu’un long discours.

Nous arrivons plus ou moins au terme de cette aventure, mais pas tout a fait. Nous avons prouvé que 5 est un espace
métrique géodésique 2-homogene, mais un détail qui a son importance nous a échappé — # est-il bien une surface au sens
de la distance hyperbolique? La réponse est oui, bien s{i, mais nous allons le montrer rapidement sans trop détailler car
I'argument final est un peu subtil.

Définition-théoreme (Fonction argument tangente hyperbolique)

(i) Définition : La fonction tangente hyperbolique est bijective

de R sur ]—1,1[. On appelle fonction argument tangente hy-

perbolique sa réciproque, notée Argth.
1+x

1—x

1
Pour tout x €]—1,1[ : Argthx = > In

(i) Inégalités de convexité :

Pour tout x €]—1,1[ :  |Argthx|> |x|

11
et pour tout x € [—5, 5] : |Argthx| <|x| In3.
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Démonstration
(i) Pourtousx e RetyeR: y=thx << y= % — e(1—-y)=e*(1+y). Pasde
solution pour y = 1, et dans le cas contraire : y =thx <<= e*= i—i Cette fois, 'équation n’a
pas de solution si 1t§ <0.Pour y €]—1,1[ au contraire : y =thx < == l i—;

(ii) La fonction Argth est convexe sur [0, 1[ car sa dérivée x — y est croissante. Or sa tangente en O

—x2
a pour équation y = x et sa corde d’extrémités O et > a pour équation y = xIn 3. Les inégalités souhaitées

en découlent sur [0, 1[, et par parité, elles le sont a ] —1,1][.

Théoreme (Une formule explicite pour la distance sur #) Pour tous u,v € # : d(u,v)=2Argth ‘ 2 ’
u—yv

B . u—v . \
Démonstration Posons D(u,v) = 2 Argth | —_) pour tous u,v € ¢ — le module appartient a ]—1,1[ car u
u—v

et v appartiennent a /¢ — et montrons que D =d.

e Pour commencer, pour tous a, 3 > 0 pour lesquels a < f3 : p—a
- a—p B—a at+p B I
D(ia,iff) = 2Ar th|— = 2Argth =In =In— =d(ia,i
(ia,iB) gh| T s e —— f-a o (ia,iB)
et le résultat est aussi valable si a > f3. a+p

e Montrons ensuite que pour toute homographie h de 5 et tous u,v € 5 :  D(h(u),h(v)) = D(u,v). Le
1

résultat se vérifie aisément lorsque h est 'homographie z — —— ou 'une des homographies z — az + 3,
b4

(a,) décrivant R} x R. Or nous avons déja observé que toute homographie est une composée de ces
homographies de base, donc la formule souhaitée est vraie de toute homographie.

e Finalement, soient u,v € 5. Par 2-homogénéité, il existe une homographie h de 5# pour laquelle h(u) =i
et h(v) =ie?®™"), Par conséquent :  D(u,v) = D(h(u),h(v)) = D(i,ie?™") = d(i,ied®™")) = d(u,v).

Théoreme Le demi-plan de Poincaré # est une surface géodésique 2-homogene.

Démonstration Il nous suffit de montrer que C et ## sont homéomorphes pour leurs distances respectives dg
et d, il en découlera en particulier que 5# est une surface.

e Montrons que la fonction identité Id est continue de (#,d) dans (s#,d). Fixons u € 5 et ¢ > 0. Pour

Z_E) < 2Argth)g) =d(z,u), donc:
z—1 z—1

tout z € 5 pour lequel d(z,u) < min {1, L} :
2Im(u)

2|lz—ul < |z—uld(z,u) < (|z—u| + |u—ﬂ|)d(z,u) =|z—uld(z,u) +2Im(u)d(z,u) < |z —u|+2Im(u) d(z,u),
donc [1d(z) —1d(w)| = |z —u| < 2Im(u)d(z,u) < e.

e Montrons maintenant que Id est continue de (5#,d) dans (52, dc). Fixons u € # et € > 0. Pour tout z € 5
Im(u) Im(u)

I I — —
pour lequel |z —u| < mln{w, M} : =1l = [u|— |z —ul > Im(u) — = donc
4 4In3 2 2
z2—Uu 2|z—u|
< = d onc :
Z2—U Im(u) 2|z —ul

2 414, 100) = d(s,u) = 2argth|“—2| < 2103|222 | < 21n3 ¢
z—U z—1U Im(u)
e Au point ot nous en sommes, la fonction Id est un homéomorphisme de (5#,d) sur (#,d). Il nous suffit
dés lors de montrer que (#,d) et (C,dc) sont homéomorphes, car (#,d) et (C,dc) le seront alors, la
composée de deux homéomorphismes étant un homéomorphisme.

— C H — C

~— Re(z)+ilnIm(z) z +—— Re(z)+ie™®
au sens de la distance usuelle d et réciproques 'une de 'autre, donc en effet, # et C sont homéomorphes
au sens de la distance d.

Or les fonctions { sont a la fois continues
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