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UN ENCADREMENT DE L’ECART
ENTRE LES MOYENNES
ARITHMETIQUE ET GEOMETRIQUE

Dans sa version la plus courante, I'inégalité arithmético-géométrique compare la moyenne arithmétique et la moyenne
géométrique, éventuellement pondérées, d’'une famille finie de réels strictement positifs. Dans ce petit article, nous privilé-
gierons cependant une formulation probabiliste des résultats présentés. Donnons-nous ainsi une fois pour toutes un espace
probabilisé fini (€2, # (), P) et une variable aléatoire strictement positive X sur Q de valeurs x, ..., X,. Pour tout k € [1,n],
nous noterons py, le réel P(X = x;).

n
Dans ce cadre, la moyenne arithmétique de X n’est jamais que son espérance E(X) = Z DX et sa moyenne géométrique

n n k=1
est par définition le réel Eq(X) = l_[ x;* = exp (Zpk In xk) = FnX),
k=1 k=1

Théoreme (Inégalité arithmético-géométrique) E;(X) < E(X).
\

Démonstration D’apres I'inégalité de Jensen, par concavité du logarithme :

n n
InEg(X) = Zpk Inx;, < ln(Zpkxk) = InE(X), donc E¢(X) < E(X).
k=1 k=1

On peut cela dit exploiter la méme concavité autrement via I'inégalité Inx < x — 1 pour tout x > 0. En effet :
X

InEg(X) =E(nX) = E(ln ﬁ) +InE(X) < E(% —1) +InE(X) =InE(X), doncEg(X) <E(X).

Lestimation de I'écart E(X) — Eg(X) a naturellement donné lieu a de nombreuses propositions. Cartwright et Field ont
ainsi obtenu un encadrement de E(X) —E(X) en fonction de la variance V(X) = E((X —EX ))2) de X.

‘ V(X
Théoreme (Cartwright & Field, 1978) L
‘ 2maxX

V(X)
2minX

<E(X)—Eg(X) <

Sans étre longue, la preuve par récurrence publiée en 1978 est assez sophistiquée. L'ingrédient principal en est le théoréme
des extrema liés, ol ce sont les poids py, ..., p, que Cartwright et Field font varier plutot que les réels x,..., x,.

Une démonstration vraiment tres élémentaire du résultat est proposée ci-dessous, tirée de I'inégalité suivante.

| Y 2
Théoreme Pour tout x >0 : & <Sx—1—-Inx< &
| 2 max {1,x} 2 min {1, x}

X X
. . . t—1 x—t N
Démonstration Fixons x > 0 et observons que x —1 —Inx = f — dt = f 7 dt. Ainsi, six =1 :
1 1

—-12 (Ft-1 T x— —1)?
(x )=J t—dt<x—1—lnx<f xlztdxz(x )
1 1

2x x 2

1 1
x—1)? t—x 1—t x—1)?
et de méme, six <1 : ( )=J. dt<x—1—lnx<f dt=( ).
X

2 12 . X 2x
On peut aussi éviter tout recours a des intégrales et se contenter de deux études de fonctions. Les fonctions
(x—1) (x—1) .y : (x—1)
x—x—1—Inx— etx — x—1—Inx— ont pour dérivées respectives x —> —— et
(x —1)? 2 2x x

SYCRE Leurs variations en découlent, puis leur signe aussitot.
X
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Convenons a présent d’appeler variance gé¢ométrique de X le réel V5(X) = E((X —Eq(X ))2). Aussitot :
Vo(X) = V(X) = (B(X?) — 2E(X) B (X) + Eg(X)?) — (E(X?) —E(X)?) = (B(X) —Eg(X))* >0,  donc V(X) < V4(X).

[ V(X V(X
Théoreme  —0%) < gy — Ry (x) < ~oX)
‘ 2 maxX 2 minX

X(w)
) Eq(X) ,
(X —Es(X)) « X X o (X-EqC0)
2Eg(X) max {Eq(X),X}  Eg(X) Eq(X) ~ 2Eg(X) min{Eg(X),X}’
Cela dit, Eg(X) est compris entre min X et max X, donc pour tout w € Q, min {E¢(X),X(w)} = minX et max {Eg(X), X (w)} <
max X. Ainsi, aprés multiplication par Eg(X) :
(X —Eg(x))° (X —Eg(x))*
— < X—E:(X)—E;(X)(InX —InE;(X)) < ——.
2 max X o(X) o )( n nEq( )) 2 minX
Le résultat en découle par croissance de I'espérance car E(InX) = InEg(X).

Démonstration D’aprés I'inégalité min-max précédente appliquée a pour tout w € Q) :

‘/
V(X

Théoreme &) <

‘ 2maxX 2 maxX

Ve(X) <E(X) — Eo(X) < VX)) o VeX)
h 7S ominX | 2minX

V(X)
2 minX

Démonstration  Comme V(X) < V5(X), il nous reste a montrer que E(X) — Eg(X) < . Or toujours

) pour tout w € 2 :
E(X)

XX (X-E)Y_ (X—ECO)
E(X) E(X) 2EX)min{E(X),X} 2E(X)minX’
donc par croissance de l'espérance : E(InE(X) —InX) = E(L —1—In X ) < V(X), .
E(X) E(X) 2E(X) minX
conclure, exploitons I'inégalité des accroissements finis et 'inégalité arithmético-géométrique E(InX) < InE(X) :
V(X)
2 minX

d’aprés notre inégalité min-max appliquée cette fois a

Pour

E(X) —Eg(X) = e!nEX) — eEnX)  oInEX) (1n E(X) — E(In X)) = E(X) (InE(X) — E(In X)) <

La démonstration qui précede m’est venue plus ou moins par hasard en aofit 2024, mais j’ai découvert apres coup quun
certain Mercer a eu la méme idée en 2003. Sa preuve ne repose pas sur mon inégalité min-max, mais sur 'inégalité 1égérement
(x—1) (x—1)

<x—1—-Inx < - .
x +min{1, x}

meilleure: ——=— <
x +max {1, x}
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