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EQUATIONS DE STURM-LIOUVILLE

Deux niveaux de difficulté/longueur :

— Piste bleue : questions 1) a 5).

Piste rouge : tout le devoir.

On appelle équation de Sturm-Liouville toute équation différentielle linéaire y” + qy = 0 d’inconnue y € 42(I,R) dans
laquelle I est un intervalle non vide et g € ¥ (I, R). On notera &,(I) 'ensemble des solutions d’une telle équation.

Si la fonction g est constante strictement positive, I'équation y” +qy = 0 est celle d’un oscillateur harmonique et ses solutions
sont périodiques. La situation n’est pas aussi nette dans le cas général, mais les solutions d’'une équation de Sturm-Liouville
ont malgré tout souvent tendance a osciller et ce devoir s’intéresse spécifiquement a la distribution de leurs zéros.

Le théoréme suivant servira plusieurs fois dans ce devoir, mais on 'admet. Une version plus générale du théoréme de Cauchy-
Lipschitz sera énoncée en deuxieme année.

Théoreme (Cas particulier du théoreme de Cauchy-Lipschitz) Soient I est un intervalle non vide et g € € (I, R).
Pour tous X, € I et yo, ¥, € R, il existe une et une seule fonction y € &,(I) pour laquelle y(x,) = y, et y'(xy) = yg.

Dans les questions qui suivent, I est un intervalle non vide et a et b sont deux réels pour lesquels a < b.

1)

2)

3)

a) Déterminer 'ensemble des fonctions qui sont a la fois concaves et positives sur R.

b) Soit g € ¢(R,R) positive non identiquement nulle et y € &,(I). Montrer que y s’annule au moins une fois sur R.

Soient q € 6(R,,R) minorée par un certain m > 0 et y € §,(R,) non identiquement nulle. On note ¢ la fonction
y +iy’ a valeurs complexes.

a) Montrer que ¢ ne s’annule pas sur R,.
/
t
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p(t)
b) Montrer que la fonction x — ¢ (x)e *() est constante sur R, . En déduire I'existence d’'une fonction strictement
positive r € €'(R,,R) et d’une fonction 6 € ¥'(R,,R) pour lesquelles y = rcosf et y’ =rsin@.

X
On peut ainsi noter A la fonction a valeurs complexes x — J.
0

¢) Montrer que qcos?6 +sin? 60 = —6’.
d) Montrer que pour tout t €R :  mecos? t + sin® t > min {1, m}.

e) En déduire la limite de 0 en 4+ 00, puis que y s’annule une infinité de fois sur R,.

Soient g € 6(I,R) et y € &,(I) non identiquement nulle.
a) Soit a €1 un zéro de y. Montrer que y’(a) # 0, puis que y ne s'annule qu’en a au voisinage de a.
b) En déduire que tout segment inclus dans I ne contient qu'un nombre fini de zéros de y.

Les éventuels zéros d’'une solution non identiquement nulle de &,(I) sont ainsi toujours isolés les uns des autres et en
nombre fini dans tout segment. On peut a fortiori les ranger dans 'ordre croissant et parler de zéros consécutifs, i.e.
de zéros entre lesquels ne se trouve aucun autre zéro.

La fin du devoir est essentiellement consacrée au théoréme de comparaison de Sturm, prouvé a la question 4) et exploité dans
les suivantes.

4) Soient q;,q, € 6([a, b],R) deux fonctions pour lesquelles g, < q;, ainsi que y; € &, ([a,b]) et y, € &, ([a,b]) non

identiquement nulles. On suppose que a et b sont deux zéros consécutifs de y,, mais par 'absurde, que y; ne s’annule
pas sur [a, b[.

a) Montrer que la fonction y;y,; — y]y, est monotone sur [a, b].
b) Etudier le signe de ¥,(a) et y,(b), puis dénicher une contradiction.

La fonction y; s’annule ainsi sur [a, b[ et on montre de méme qu’elle s’annule sur Ja, b]. En résumé, I'inégalité q, < q,
implique que y; s’annule toujours entre deux zéros consécutifs de y, (théoréme de comparaison de Sturm).
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5)

6)

7)

8)

Soient q € € (I) et y € &,(I).
. . . T . .
a) Soient a € I et m > 0. On suppose que g est minorée par m et que a + \/—_ € I. De quelle équation de Sturm-
m
T
Liouville la fonction x — sin ((x —a) \/m) est-elle solution ? En déduire que y s’annule a la fois sur [a, a+ 1/—_ [
m
T
et |a,a+ —|.
] vm ]
On a ainsi redémontré le résultat de la question 2)e) grace au théoréme de comparaison de Sturm.

b) Montrer de méme que si a et b sont deux zéros consécutifs de y, alors q est non identiquement nulle et :

T
b—a=

Vidleo

Cette minoration lie I'écart entre deux zéros consécutifs de y a la taille q.

Soit y € &4, (R,) non identiquement nulle, o exp = (x —> e¥). D’aprés 2)e), y sannule une infinité de fois sur R,.
On peut donc noter (a,),ey 1a suite de ses zéros distincts rangés dans I'ordre croissant d’apres 3).
Ani1 a,

a) Montrer que pour toutn € N: me 2 <a,.;—a,S7Te 2, maisaussiquea, —— +00.

n— +o0o

L1 _n s 1 . L. i1 @
b) En déduire que a,,; —a, ~ me 2, puis déterminer un équivalent de e 2~ —e2 lorsque n tend vers +00.

n— +0o
¢) En utilisant le théoréme de Cesaro, en déduire que a, ~ 2Inn.
n—+

Soit f € 6%([a, b],R) une fonction non identiquement nulle pour laquelle f(a) = f(b) =0

a) Justifier I'existence d’'un réel c € ]a, b[ pour lequel |f (c)| = ||f |0, Puis montrer que :

’ " 1 1
f £ x> 1 oo (24 57 ).

4||f”oo

b) En déduire que J. |f”(x)| dx > ———==. Aprés coup, l'inégalité est vraie aussi si f est la fonction nulle.

Soient g € 6([a,b],R) ety € é”q([a, b]) non identiquement nulle. On suppose que a et b sont deux zéros consécutifs
de y.

b
4
a) Montrer l'inégalité de Lyapounov : f lg(x)| dx > 2
—a
a
Cette inégalité confirme que I’écart entre deux zéros consécutifs est lié a la taille de q.
On pose finalement g*(x) = max {0, q(x)} pour tout x € [a, b].

b) Justifier I'existence d'un réel ¢ € ]a, b] et d’une fonction z € £q+([a, b]) pour lesquels z(a) = z(c) =0

b

4
c) En déduire I'inégalité de Wintner, qui améliore un peu celle de Lyapounov : f qt(x) dx > P—a
—a
a



