INTRODUCTION AUX GROUPES ORTHOGONAUX

Dans ce devoir, n est un entier naturel non nul et toute famille (x,..., x,) de R", aussi appelée un vecteur de R", est identifiée
X1
a la colonne ( : ) de A, 1(R).

Xn

On dit qu'une matrice M € ., (R) est orthogonale si M "M = I,,. Lensemble O, (R) = {M eM(R)| M™M= In} est appelé
le groupe orthogonal de degré n.

Deux niveaux de difficulté/longueur :

— Piste bleue : questions 1) a 8).

— Piste rouge : tout le devoir.

@ 1 ZOOLOGIE DES GROUPES ORTHOGONAUX

1) a) A quelle condition nécessaire et suffisante une matrice diagonale est-elle orthogonale ?
M
b) Montrer que pour tous M € O, (R) et N € O,(R), la matrice par blocs ( 0 I(\)I) est orthogonale.

c) Montrer que sin = 2, 'ensemble {aIn +bJ,| abe R} contient exactement 4 matrices orthogonales, ou J,, est
la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients valent 1.

2) a) Montrer que pour tout A€ #,(R) : tr(ATA)=0 <= A=0.
b) En déduire, grice i la matrice I, — MM, que pour tout M € 4, (R) :
MeO,(R) < M estinversible d’inverse M.
¢) Montrer que O,(R) est stable par produit et inversion.
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3) a) Montrer que O,(R) est 'ensemble des matrices R,(0) = ( ), (0,¢) décrivant R x {—1,1}.

b) On note SO,(R) I'image de R,. Montrer que SO,(R) est stable par produit et inversion et que ses éléments com-
mutent deux a deux.
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suffisante sur a, L et M’ la matrice M est-elle orthogonale ?

4) a) Soit M = ( ) € My (R) avec a € R, L € M, ,(R) et M' € M, (R). A quelle condition nécessaire et

b) A quelle condition nécessaire et suffisante une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est-elle orthogonale ?

@ 2 ISOMETRIES VECTORIELLES

Dans cette partie, on interprete géométriquement le concept de matrice orthogonale, mais sans aller trop loin. Les éléments
de R" y sont percus comme des vecteurs.

Pour tous X,Y € R", on appelle produit scalaire de X et Y le réel (X,Y) =X"Y et norme de X le réel positif ||X|| = v/(X,X),
et on dit que X et Y sont orthogonaux si (X,Y) = 0. On vérifie aisément que pour tous X,Y,Z €eR" et L,y € R :

— (V,X)=(X,Y) (symétrie),
— (A +uY,Z)=AX,Z)+u(Y,Z) et (X,AY +uZ)=AX,Y)+u({X,Z) (bilinéarité),
— |X|l=0 = X=0 (séparation).
On associe ensuite a toute matrice M € ., (R) une application M de R" dans lui-méme en posant M(X) = MX pour tout

X € R". La bilinéarité du produit matriciel rend M linéaire, ce qui veut dire que MOX +uY)=AMX)+uM(Y) pour tous
X,Y e R" et A,u € R. On dit alors que M est :

— une isométrie vectorielle si elle préserve les normes, i.e. si ||M(X)|| = ||X|| pour tout X € R",

— une symétrie (vectorielle) orthogonale si c’est une isométrie vectorielle et si MoM= Idgn.
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5) Montrer que pour tout M € O,(R), M est une isométrie vectorielle.

6) Tout vecteur (x,y) de R? peut étre représenté dans C par son affixe x +1y.

Soit M = R,(0) € SO,(R) avec 6 € R. Calculer les affixes de X et M) pour tout X = (x,y) € R2. Justifier ainsi
qu'on appelle M la rotation (vectorielle) d’angle de mesure 9.

7) Soit M € #,(R). On suppose que M est une isométrie vectorielle.
1 —
a) Vérifier que pour tous X,Y € R": (X,Y) = 3 (IX + Y2 =X = |IY][*), puis en déduire que M préserve les
produits scalaires, i.e. que pour tous X,Y € R" : (M(X),M(Y)) =(X,Y).
b) Soient A€ .#,(R). Montrer que si X 'AY = 0 pour tous X,Y € R", alors A= 0.

¢) En déduire que M est orthogonale.
8) a) Montrer que pour tout M € #,(R), M est une symétrie orthogonale si et seulement si M est orthogonale et
2 _
M2=1,.
b) En déduire que toute isométrie vectorielle de R? est soit une rotation, soit une symétrie orthogonale.

Dans les questions qui suivent, on justifie géométriquement la définition des symétries orthogonales. Soit M € 4, (R) fixée.

On suppose que M est une symétrie orthogonale et on note 02/ Pensemble des solutions de I'équation M(X) = X d’inconnue
X € R" et ¥ 'ensemble des solutions de I’équation MX)=-X.

9) Montrer que tout vecteur de R” est la somme, d’une et une seule maniére, d'un élément de % et d’'un élément de V.

10) a) Montrer que pour tous X,Y € R" : (M\(X), Y> = (X,ﬁ(Y)).
b) Montrer que les ensembles % et ¥ sont orthogonaux, i.e. que pourtous U e % etV e ¥ : (U, V)=0.
En d’autres termes : ¥ C {Z eR"| YUewu, (Z,U)= 0}.
¢) Montrer I'inclusion réciproque.
Le résultat de la question 10) énonce que ¥ est exactement I’ensemble des vecteurs de R" qui sont orthogonatux a tout vecteur

de %. Si on connait %, on connait donc virtuellement ¥. On dit finalement que M est la symétrie orthogonale par rapport &
% , mais cette appellation sera plus claire apres la question qui suit.
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11) Dans cette question finale, n=3 et M = - ( 6 3 2|
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a) Montrer que M est une symétrie orthogonale, puis déterminer % et ¥ et les interpréter géométriquement.

b) Proposer une représentation schématique de la situation ou figureront les ensembles % et ¥, un vecteur choisi
arbitrairement X de R3, les deux vecteurs de sa décomposition 9) et son image M (X) par M.



