Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI Devoir a la maison a rendre le lundi 24 novembre 2025
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g ET LE DILOGARITHME

Deux niveaux de difficulté/longueur :
— Piste bleue : questions 1) a 6).

— Piste rouge : tout le devoir.
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On pose pour toutn€N: a, = f cos"t dt (intégrales de Wallis) et b, = J. t?cos® t dt.
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1) Calculer q et a;, puis montrer que pour toutn€N: a,>0 et a,,= —— a,.
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2) a) Montrer que sint = — pour tout t € [O, E]’ puis que pour toutn € N:  0< b, < — (ay, — dopsa)-
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b) En déduire que - —— 0.
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3) a) Montrer que pour toutn€N: a,,,., =(2n+ 2)f tsintcos®™1 t dt.
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b) En déduire une expression de a,,,, en fonction de b,, et b,,; pour tout n € N, puis montrer que :
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¢) En déduire I'existence et la valeur de
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® 2 LE DILOGARITHME

_ In(1—1t)
t

4) Montrer que la fonction £ définie par £(0) = 1 et £(t) = pour tout t € ]—00,1[ ~ {0} est continue

sur ]—oo, 1[.
X

On appelle alors fonction dilogarithme la fonction Li, définie pour tout x € ]—00, 1[ par la relation Li,(x) = f £(t) dt.
0

5) a) Montrer que Li, est dérivable sur ]—o0, 1[ et étudier sa monotonie.

Cette monotonie prouve que Li, possede une limite en 1, éventuellement infinie. Le théoréeme sous-jacent, admis pour
le moment, s’appelle le théoréme de la limite monotone.
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b) Montrer que —In(1—t) < —; pour tout t € [0, 1[, puis que £(t) < 1—In(1 —¢).

¢) En déduire que pour tout x € [0,1[ :  Li,(x) <2x +(1—x)In(1 —x), puis que la limite de Li, en 1 est finie.
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6) a) Montrer sans récurrence que pour tous t € [0,1] et n € N*: i —In(1—¢t)— 1 du.
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b) En déduire que pour tous t €[0,1[ etneN*: 0<—In(1— t)—Z T < 11— ¢ puis que pour tous x € [0, 1]
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¢) En déduire que pour tout x € [0, 1[ : Z — =Liy(x), maisaussique pourtoutn € N*: Z — < lim Liy(x).
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d) Montrer que Li,(x) R e
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7) Montrer que pour tout x €]0,1[ :  Liy(x) +Liy(1—x) = 3 —InxIn(1—x), puisen déduire Z Sz
k=1
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In(1+t¢ Int Inx)?
8) Montrer que pourtoutx =1: 0< J. % dt—J. e dt <1, puisendéduire que Liy(—x) ~ —%
X — +00
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