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DEVOIR SURVEILLE

(1) On rappelle que pour tout r > 0, la fonction x — x" = e""*, prolongée en 0 par la relation 0" = 0, est définie et continue
-~ Jsur R, tout entier.

X X

1) Calculer lim J
X—+00
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, puis montrer que j
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. Rappel: X°+1=X+1(X*-Xx+1).
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pour tout a € ]0,1[. On
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On se propose dans ce probleme de calculer plus généralement la limite I(a) = ligrnoof
1 x= 0
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dt

pose ¢(a) = J. T pour tout a €]0, 1[.
o ta+1

de ap(l—a)

t%_i_l X — 400 1—a

X
. _1
2) Montrer soigneusement que pour tout a €]0,1[ : J en posant u = t!~a,
1

Ce résultat justifie I'existence de I(a) pour tout a € ]0,1[ et montre plus précisément, grice a la relation de Chasles, que

1 —
I(a) = ¢(a)+ M. On fixe a présent une fois pour toutes un réel a € ]0, 1.
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3) Enintégrant une certaine somme géométrique, montrer que pour toutn € N : Z Tta e(a)+(=1)" 1 de,
n k - a ta+1
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uis que — —— (a).
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4) En déduire que : 1+ZZ( ) a go(a)+M=I(a).
= k2—a* noveo l1—a
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5) Montrer que pour tout k € N* : f (cos(ax)—1) cos(kx) dx = ( )k2 a s1;1(art).
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0
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6) Montrer que pour tousn € N*etx €10, 7]: 1+ ZZ cos(kx) = —
sin 3
k=1 2

. cos(ax)—1
7) Montrer que la fonction x — ——————

sur [0, 7] tout entier.

———, définie et continue sur ]0, 1], peut étre prolongée en une fonction continue
sin 3
2

8) Soitf € ¥ 1([0, n],R). Déterminer un réel M = 0 pour lequel pour tout A >0 : < puis

J f(x) sin(Ax) dx M,
0 A

T
en déduire que : f f(x) sin(Ax) dx I 0 (lemme de Riemann-Lebesgue).
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9) En admettant que le lemme de Riemann-Lebesgue reste valable pour une fonction seulement continue, et pas forcé-
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, -t 1 ( an ) ,

ment de classe €, déduire des résultats précédents que =— —1 ), puis que I(a) =
P 1 Z k2—a2 2a2 \ sin(am) puis que I(a)

k=1
10) (Ne pas traiter cette question) On prouve dans cette question finale la version continue du lemme de Riemann-

ar

sin(an)’
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Lebesgue. Soit g € %([O, rt],(C). On pose ¢, = e J g(x)e"™ dx pour tout n € Z.
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a) Montrer que pour tout n € N : J Z cee k| dx = Z lce|?, puis que :
0

k=—n k=—n
Vi n 2 7 n
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f g(x)—> e | dx = f |G dx = e 2.
0 k=—n 0 k=—n
b) En déduire que c, — 0.
! noree " . (Cn+1)x
¢) Montrer enfin que pour tout f € %([0, n],R): f(x) sin 2 dx 0.
0 n— +oo
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| *\‘ Soit n = 2 fixé. On s’intéresse dans ce probléme a des puissances de matrices symétriques. On rappelle que I'ensemble des
-~ matrices symétriques de ./, (R) est noté ,(R).

1) Montrer que pour tout M € #,(R) : trf(M?)>0. A quelle condition nécessaire et suffisante cette inégalité est-elle
une égalité ? Le résultat servira plusieurs fois par la suite!

2) Montrer que M* € ,(R) pour tous M € #,(R) et k € N, puis que 0 est la seule matrice nilpotente de .%,(R).

On s’intéresse désormais aux matrices symétriques dont une puissance est la matrice identité. Pour tout p € N*, on pose
u,={Me®)| MP=1,},pus % =%,
pEN*
3) On note J la matrice de .#,(R) dont tous les coefficients valent 1, puis on pose M(a, b) = al,+ bJ pour tous a,b € R
et enfin ./ = {M(a, b)| a,be R}.

a) Montrer SANS récurrence que pour tousa,b € RetpeN*: M(a,b)’ =M (
n

) (a+nb)p—ap)
al,——— |.
b) En déduire que pourtout M € £ N% : M?=1,.

4) Soit M € %,. Simplifier (M2 —1,)* et (M3 — M), puis montrer que M2 =1,.
p—1

5) Soient p € N* impair et M € %,. On pose S = Z MF.

k=0

a) Montrer que S>=pS§.

b) Pour tout k € [0,p — 1], on note ry le reste de la division euclidienne de 2k par p. Montrer que I'application
k — 1 est bijective de [0, p — 1] sur lui-méme.

¢) En déduire que Z (Mj —Mi)2 =0,puisque M =1,,.

0<i,j<p—1

= O O

1 0
Le résultat de la question 5) est trés spécifique aux matrices symétriques. Par exemple, pour M = ( 0 1), on vérifie
0 0

aisément que M3 = I;, mais M n’est pas symétrique et M # I5.

6) Montrer que pour tout M € % : M?=1,.

| 3]

La question 1) est tout a fait indépendante des questions 2) et 3), qui sont liées au contraire.

1) Il n’est pas dur de vérifier que 512 = 7# + 200. Réciproquement, soit (x,n) € N2. On suppose que x2 = 7" + 200.

a) Montrer que n = 2m pour un certain m € N en raisonnant modulo 4, puis montrer que x + 7™ ou x — 7™ est
divisible par 25.

b) En déduire que (x,n) =(51,4).
On rappelle le petit théoréme de Fermat. Pour tousp €Petx €Z: xP=x[p], etsixAp=1,alors xP"1 =1 [p].
2) Soient n € N* et x € Z premiers entre eux. On pose E = {k eN*| xk=1 [n]}.
a) Montrer que E possede un plus petit élément e. On appelle e 'ordre de x modulo n.
b) Montrer que E = e N*.

¢) Montrer que si n € P, alors e divise n— 1.

En résumé, I'ordre de x modulo n divise tout entier k € N pour lequel x* =1 [n].

3) Soit p € P fixé. On pose x, = 2P — 1 pour tout n € N.

x x
a) Montrer que pour toutne€N: x,=1[p], x, divise x,,1, Ml =plx,] et x, A= =1,
xn

Xnt1 n+1

n
b) Montrer que pour tout n € N et tout diviseur premier q de , ordre de 2 modulo g vaut p
n

¢) En déduire que pour tout n € N*, il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo p".




