Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

SEMAINE 10 DU 8 AU 14 DECEMBRE

ARITHMETIQUE DES ENTIERS

— Relation de divisibilité. Nombres premiers. Existence de la factorisation premiere. Infinité de I'ensemble des nombres
premiers. Crible d’Eratosthéne.

— Relation de congruence modulo un entier. Compatibilité avec I'addition et la multiplication. Théoreme de la division
euclidienne. Algorithme associé.

— PGCD de deux entiers, existence et unicité :  div(a)Ndiv(b) = div(aAb). Algorithme d’Euclide. Idée fondamentale
de l'algorithme d’Euclide: a=b[n] = aAn=bAn. PGCD d’une famille finie d’entiers. Factorisation d’un
PGCD par un diviseur commun. Relations de Bézout. Algorithme d’Euclide étendu.

— PPCM de deux entiers relatifs, existence et unicité : aZNbZ=(aVb)Z et (aAb)(aVb)=]|ab|.

— Sipestpremier: afp <= aAp=1. Lemme d’Euclide. Valuations p-adiques. Unicité de la factorisation
premiere. Equivalence : a|b <= Vp€P, v,(a)<v,(b). Expression dun PGCD ou d'un PPCM a l'aide
des valuations p-adiques.

— Couple d’entiers premiers entre eux, entiers premiers entre eux dans leur ensemble/deux & deux. Théoréme de Bézout.
Théoréme de Gauss. Si am = bm [n] avec mAn = 1, alors a = b [n]. Si des entiers sont premiers avec n, leur produit
l'est aussi. Si des entiers sont premiers entre eux deux a deux et divisent n, leur produit divise n. Forme irréductible
d’un rationnel.

GROUPES ET ANNEAUX
— Loi interne, magma, partie stable. Commutativité, associativité, distributivité. Elément neutre. Inversibilité, inverse,
propriétés. Loi produit. Ensemble d’applications a valeurs dans un magma.
— Groupes (premiere partie) :
— Groupe. Groupe symétrique d’'un ensemble non vide. Groupe produit.
— Sous-groupe, caractérisation. Intersection de sous-groupes. Sous-groupes de Z. Théoréme de Lagrange.

— Morphisme de groupes, composition. Images directe et réciproque d’un sous-groupe par un mor-
phisme de groupes. Image et noyau, caractérisation de la surjectivité et de l'injectivité. Isomorphisme
de groupes, composition, réciproque. Groupes isomorphes. Groupe des automorphismes d’un groupe.

— Groupe symétrique S,,. Cycles et transpositions. Support d’une permutation, permutations disjointes. Deux permuta-
tions disjointes commutent. Décomposition d’une permutation en produit de cycles disjoints, existence et unicité.

QUESTIONS DE COURS DE DEBUT D’HEURE

— (TD) Gréce a un argument de non-injectivité, pour tous a € Z et n € N* premiers entre eux, il existe un entier
N €[1,¢(n)] pour lequel a¥ =1 [n], ot p(n) = Hk eo,n—1]| kAn= 1})

— (TD) Petit théoréeme de Fermat (via la formule du bindme).

— Les sous-groupes de Z sont les nZ, n décrivant N.

— Dans un groupe fini, 'ordre d’un sous-groupe divise 'ordre du groupe (théoréme de Lagrange).

— (TD) Théoréme de Lagrange dans un groupe COMMUTATIF fini G :  Vx € G, x!°/ =1;. La preuve attendue ici
est spécifique aux groupes commutatifs. + Caractérisation des sous-groupes finis de C*.



