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SEMAINE 11 DU 5 AU 11 JANVIER

GROUPES ET ANNEAUX

— Loi interne, magma, partie stable. Commutativité, associativité, distributivité. Élément neutre. Inversibilité, inverse,
propriétés. Loi produit. Ensemble d’applications à valeurs dans un magma.

— Groupes (première partie) :

−→ Groupe. Groupe symétrique d’un ensemble non vide. Groupe produit.

−→ Sous-groupe, caractérisation. Intersection de sous-groupes. Sous-groupes deZ. Théorème de Lagrange.

−→ Morphisme de groupes, composition. Images directe et réciproque d’un sous-groupe par un mor-
phisme de groupes. Image et noyau, caractérisation de la surjectivité et de l’injectivité. Isomorphisme
de groupes, composition, réciproque. Groupes isomorphes. Groupe des automorphismes d’un groupe.

— Groupe symétrique Sn. Cycles et transpositions. Support d’une permutation, permutations disjointes. Deux permuta-
tions disjointes commutent. Décomposition d’une permutation en produit de cycles disjoints, existence et unicité.

— Anneaux :

−→ Anneau. Centre de Mn(K). Règles de calcul usuelles, formule du binôme, formule an − bn. Produit
d’anneaux. Anneau intègre. Groupe des inversibles. Corps.

−→ Sous-anneau sous-corps, caractérisation.

−→ Morphisme d’anneaux. Rapide extension des résultats sur les morphismes de groupes.

— Anneaux Z
�
nZ :

−→ Anneau Z
�
nZ. Groupe des inversibles. Corps Z

�
pZ pour p premier. Résolution des équations ax = b

d’inconnue x ∈ Z
�
nZ. Théorème chinois.

−→ Indicatrice d’Euler. Multiplicativité. Expression explicite à partir de la factorisation première.

— Groupes (deuxième partie) :

−→ Groupe engendré, partie génératrice, groupe monogène. Classification des groupes monogènes. Géné-
rateurs d’un groupe monogène.

−→ Ordre d’un élément. Théorème de Lagrange pour l’ordre d’un élément dans un groupe fini. Théorème
d’Euler et petit théorème de Fermat. Ordre d’un conjugué, d’une puissance. Sous-groupes d’un groupe
cyclique.

POLYNÔMES ET RACINES

— L’anneau K[X ] est commutatif et intègre. Degré, coefficient dominant, polynôme unitaire. Évaluation polynomiale et

fonction polynomiale. Composition, dérivation, conjugaison. Formule de Taylor polynomiale et formule ak =
P(k)(0)

k!
.

— Relation de divisibilité. Théorème de la division euclidienne et algorithme associé. Pour tous A, B ∈ R[X ], A divise B

dans C[X ] si et seulement si A divise B dans R[X ].

— Racines d’un polynôme :

−→ Reste de la division euclidienne par X − λ. Racine, multiplicité. Caractérisation de la multiplicité par
les dérivées successives. Si P ∈ R[X ], λ et λ ont la même multiplicité dans P.

−→ Factorisation par les racines. Nombre maximal de racines comptées avec multiplicité (rigidité deK[X ]).
Identification polynôme/fonction polynomiale.
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QUESTIONS DE COURS DE DÉBUT D’HEURE

— Centre de Mn(K) : Z(Mn(K)) =
�
λIn | λ ∈ K
	
. + Démonstration polynomiale de la formule de Vander-

monde :
n∑

k=0

�
a

k

��
b

n− k

�
=

�
a+ b

n

�
.

— U
�
Z
�
nZ
�
=
¦

x | x ∈ ¹0, n−1º, x∧n= 1
©

. + (TD) Tout groupe fini d’ordre premier p est isomorphe à Z
�
pZ.

— Soient G un groupe et x , y ∈ G d’ordre fini. Pour tout diviseur d de |x | : |xd | =
|x |

d
. + (TD) Si x y = y x et si

|x | ∧ |y |= 1, alors |x y |= |x | . |y |.

— (TD) Soient G et G′ deux groupes et f un morphisme de groupes de G dans G′. Si G est fini, alors |G| = |Ker f | . |Im f |.

— (TD) Un anneau commutatif fini est intègre si et seulement si c’est un corps.

— Formule de Taylor polynomiale.

— λ est de multiplicité m dans P si et seulement si P(i)(λ) = 0 pour tout i ∈ ¹0, m− 1º mais P(m)(λ) 6= 0.


