Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

SEMAINE 6 DU 10 AU 16 NOVEMBRE

SUITES REELLES

— Fonction d’extraction, suite extraite, valeur d’adhérence. Pour tout n € N, ¢(n) = n. Limite d’une suite extraite. Si
Uy, — [ etuy,,; — { avec { € R, alors u, ——— {. Application la non-existence de limites.
n—+oo n— +0Qo

n— +0o

— Siu, — { avec{ < M, alors u,, < M a partir d’'un certain rang. Passage a la limite dans une inégalité large.

n— +0o

— Théorémes d’encadrement/minoration/majoration. Produit d’une suite bornée et d’'une suite de limite nulle. Compa-
raison exponentielle/factorielle.

— Théoréme de la limite monotone. Théoreme des suites adjacentes.

— Introduction aux petits o et aux équivalents. Les limites finies et les équivalents cachent des petits o :

u, —— leR < u, = {+0(1) et U, ~ v, <= u, = vy+o(v,).
n— +oo n— +0o n—+o0o n— +0o0o
1
Exemple de la série harmonique : P Inn+y+o(l1) ~ Inn.
n— +oo n— +0o
k=1

— Suites définies par une relation de récurrence u, ., = f(u,). Existence et unicité si u, appartient a une partie stable.
Lien entre le signe de la fonction x — f (x)—x et la monotonie de (u,),cy- Si f est croissante, (u,),cy €St monotone.
Si f est décroissante, (Uy, )nen €t (W11 )nen SONt monotones de sens contraires. Si (i, ),ey converge vers £ et si f est
continue en £, alors f(£) =£.

— Théoreme de Cesaro.

— Caractérisation séquentielle de la borne supérieure.

NOMBRES COMPLEXES

— Nombre complexe, forme algébrique. Interprétation géométrique. Conjugué, module, relation fondamentale |z|?> = 2z,
inverse. Inégalité triangulaire et cas d’égalité.

— Racines carrées d’'un nombre complexe, calcul algébrique. Résolution des équations du second degré a coefficients
complexes. Somme et produit des racines.

— Bréve extension des notions de limite, continuité, dérivabilité et classe €* aux suites et fonctions complexes.

— Ensemble U des nombres complexes de module 1, exponentielle imaginaire. Formules d’Euler et de Moivre, transfor-
mation des sommes en produits.

z—Db

z—a

— Arguments et formes trigonométriques d’'un nombre complexe non nul. Interprétation géométrique de
— Exponentielle complexe, transformation des sommes en produits et périodicité. Dérivation de e¥.

— Transformation des expressions acosx + bsinx. Linéarisation et dé-linéarisation d’expressions trigonométriques.
n

Technique de I'angle moitié, formules cosx + cos y... et simplification de sommes du genre Z cos(kx).
k=0
— Interprétation géométrique de 'addition (translation) et de la multiplication (homothétie, rotation) de deux nombres
complexes. Similitudes directes définies par centre, rapport et mesure d’angle.

QUESTIONS DE COURS DE DEBUT D’HEURE

— Identité remarquable |u + v|?, puis inégalité triangulaire dans C et cas d’égalité.
n

— Factorisation de Z cos(2kx) pour tous n € N et x € R.
k=0
— Pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale C, pour laquelle cos(nf8) = C,(cos 6) pour tout 6 € R (preuve par
dé-linéarisation via la formule de Moivre).

T T
— (TD) Dé-linéarisation de cos(5x), puis calcul de cos T via cos? o



